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一般模糊推理具有还原性的全蕴涵三Ｉ算法

王　超
（重庆商务职业学院，重庆４０００３０）

摘要：在王国俊教授提出的满足还原性的单一规则的全蕴涵三Ｉ算法基础上，利用模糊集合的相似度给每条模糊推理规

则赋予权重，即狑犻＝
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１＋犛
２，犻∈

烅
烄

烆 犐
，其中犛＝ｍａｘ犛１，犛２，…，犛｛ ｝狀且犐＝犻｜犛犻＝犛，１≤犻≤｛ ｝狀，使得全蕴涵三Ｉ算法在一般

的模糊推理情形下也满足还原性。最后通过实例表明：用新方法推理得出的结果比文献［４］的全蕴涵三Ｉ算法的结果更
具合理性。
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　　１９７５年Ｚａｄｅｈ教授提出了著名的模糊推理合成
算法ＣＲＩ（Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｌｒｕｌｅｏｆｉｎｆｅｒｅｎｃｅ），许多学者
对该算法进行了各种形式的推广［１３］。但ＣＲＩ算法不
能满足经典推理具有还原性的最基本要求。

由于ＣＲＩ算法的逻辑语义不很清楚，并且不满足
还原性推理要求，王国俊教授在１９９９年提出了模糊推
理的全蕴涵三Ｉ算法［４］。由于该算法每一步推理都使
用了蕴涵关系，在单一规则情形下完全解决了还原性
问题［５６］，但有例子表明全蕴涵三Ｉ算法在多条模糊
推理规则的情形下仍不具有还原性。

文献［６７］提出了带参数的模糊关系合成法则
ＣＲＩＰ算法，但该算法中的参数确定非常困难，而且计
算复杂。

本文在王国俊教授的全蕴涵三Ｉ算法基础上，利
用模糊集合相似度对每条规则赋予权重，使三Ｉ算法
在一般模糊推理情形下也满足还原性，并对此进行了
证明。

１模糊推理的基础概念
１．１模糊推理的一般形式

经典逻辑中的推理是通过ＭＰ规则来进行的：设
犃与犅是任意两个命题，已知推理规则犃→犅和事实
犃，推出结论犅。这种推理可写成算式如下：

设犃→犅，且犃，则犅 （１）

在模糊推理中，上式中第２个犃与犃→犅中的犃
不尽相同，比如为犃，则有

设犃→犅，且犃，求犅 （２）
这就是模糊推理的单一规则下的ＦＭＰ形式。

本文主要讨论在一般多重多维情形下的模糊推理
算法的还原性问题，其模糊前向推理ＦＭＰ（Ｆｕｚｚｙｍｏ
ｄｕｓｐｏｎｅｎｓ）的一般形式：

设犃１１ａｎｄ犃１２ａｎｄ…ａｎｄ犃１犿→犅１
犃２１ａｎｄ犃２２ａｎｄ…ａｎｄ犃２犿→犅２
　　　　　　
犃狀１ａｎｄ犃狀２ａｎｄ…ａｎｄ犃狀犿→犅狀
且犃１ａｎｄ犃２ａｎｄ…ａｎｄ犃犿

求　犅

（３）

其中犃犻犼和犃犼是论域犡犼上的模糊集（犻＝１，２，…，
狀；犼＝１，２，…，犿），犅犻和犅是论域犢上的模糊集（犻＝
１，２，…，狀）。
１．２多重多维模糊推理算法的还原性定义

下面给出一般情形下模糊推理算法还原性的定
义。

定义１［８］（一般情形下ＦＭＰ问题的还原性）　对
于一般形式的推理规则（３），若给定的模糊推理算法满
足：对于任意犻∈｛１，２，…，狀｝，由犃犼＝犃犻犼，可得出
犅＝犅犻（犼＝１，２，…，犿），则称该算法具有一般情形下
模糊推理ＦＭＰ问题的还原性。
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２一般情形下模糊推理全蕴涵三Ｉ算法
还原性讨论

对于一般情形的模糊推理，全蕴涵三Ｉ算法既可
采用先推理后聚合的ＦＩＴＡ方法，也可以用先聚合后
推理的ＦＡＴＩ方法。由于ＦＩＴＡ方法与ＦＡＴＩ方法在
全蕴涵三Ｉ算法下等价［４］，下面只介绍全蕴涵三Ｉ算
法的ＦＩＴＡ方法。

设１≤犻≤狀，求解下式
设犃犻→犅犻，且犃，求犆

设其答案为犆犻，令（式中“'”的含义是取大值）
犅＝'

狀

犻＝１
犆犻 （４）

即可。这时由
犃犻→犅（ ）犻→犃→犆（ ）犻 （５）

的值为１且犅≥犆犻知
犃犻→犅（ ）犻→犃→犅（ ） （６）

的值恒为１，且由每个犆犻的最小性知犅是使（６）式的
值对每个犻均为１的论域犢中的最小Ｆｕｚｚｙ集。

例１　设论域犡犼＝犢＝０，［］１，犃犻犼、犃犼∈犉犡（）犼，
犅犻、犅∈（）犉犢（犻，犼＝１，２）。

规则１　若犃１１且犃１２，则犅１。
规则２　若犃２１且犃２２，则犅２。
当犃１＝犃２１且犃２＝犃２２时，求犅。其中犃１１狓（）１＝

２
３狓１，犃１２狓（）２＝狓２，犅１（）狔＝１－狔，犃２１狓（）１＝狓１，

犃２２狓（）２＝１３２＋狓（ ）２，犅２（）狔＝１３狔蕴涵算子
［１］为

犚０犪，（）犫＝１，犪≤犫１－（ ）犪∨犫，犪＞｛ 犫，其中“'”和“(”分别表
示取大和取小运算。

解　由于基于犚０算子的三Ｉ算法犅（）狔＝
∨狓∈犈狔犃

（）狓∧犚０ （）犃狓，犅（）（ ）｛ ｝狔 ，其中犈狔＝｛狓∈
犡｜１－犃（）狓＜犚０ （）犃狓，犅（）（ ）狔｝。

根据规则１求出犅１（狔）＝犅犃１１（）狔∨犅犃１２（）狔，又
因为犅犃１１（狔）＝∨狓１∈犈狔犃

１（狓１）∧犚０（犃１１（狓１），犅１（狔｛ ｝））
犈狔＝狓１∈犡１｜１－犃１狓（）１＜犚０犃１１狓（）１，犅１（）（ ）｛ ｝狔

由此可得犅犃１１（）狔＝

１，０≤狔≤１３
３
２１－（ ）狔，１３＜狔＜

３
５

３
５，
３
５≤狔≤

烅

烄

烆 １
犅犃１２（）狔＝∨狓２∈犈狔犃

２狓（）２∧犚０犃１２狓（）２，犅１（）（ ）｛ ｝狔
犈狔＝狓２∈犡２｜１－犃２狓（）２＜犚０犃１２狓（）２，犅１（）（ ）｛ ｝狔

由此可得出犅犃１２（）狔＝
１
３３－（ ）狔，０≤狔≤３４
３
４，
３
４＜狔≤

烅
烄

烆 １

由此可知犅１（狔）＝

１，０≤狔≤１３
３
２１－（ ）狔，１３＜狔＜

３
７

１
３３－（ ）狔，３７≤狔≤

３
４

３
４，
３
４＜狔≤

烅

烄

烆 １
同理，根据规则２可得出犅２（狔）＝犅犃２１（）狔∨
犅犃２２（）狔＝１３狔。故最终结果为

犅（狔）＝犅１（）狔∨犅２（）狔＝

１，０≤狔≤１３
３
２１－（ ）狔，１３＜狔＜

３
７

１
３３－（ ）狔，３７≤狔≤

３
４

３
４，
３
４＜狔≤

烅

烄

烆 １
显然犅≠犅２。

例１说明全蕴涵三Ｉ算法在进行一般情形的模糊
推理时不满足还原性。究其原因，发现算法都默认每
一条已知规则对给定前提犃的推理结果所起的作用
是相同的，忽略了差异性。在文献［４］的基础上，根据
各条规则前件与所给事实的相似度来对每条已知规则
赋予权重，使全蕴涵三Ｉ算法在一般模糊推理情形下
也具有还原性。

３具有多重多维模糊推理还原性的全蕴
涵三Ｉ算法
３．１模糊集的相似度概念

定义２［９１１］　设犡＝０，［］１，对应犛：（）犉犡×
（）犉犡→０，［］１如果满足

犛１：犛犃，（ ）犃＝１，犃∈（）犉犡
犛２：犛犃，犃（ ）犆＝０，犃∈（）犘犡
犛３：犃，犅，犆，犇∈（）犉犡

如∫１

０
（）犃狓－（）（ ）犅狓 ｄ狓≥∫１

０
（）犆狓－（）（ ）犇狓 ｄ狓

则有
犛犃，（ ）犅≤犛犆，（ ）犇

就称犛为（）犉犡上的一个相似度。其中（）犉犡为犡上
的模糊集全体，（）犘犡为犡的子集全体。
３．２具有多重多维模糊推理还原性的全蕴涵三Ｉ算法

基于相似度的一般情形的模糊推理算法如下。
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第１步　根据王国俊教授给出的单一规则推理模
糊全蕴涵三Ｉ算法，求出每一条规则对于给定前件的
推理结果。

已知规则犃犻１ａｎｄ犃犻２ａｎｄ…ａｎｄ犃犻犿→犅犻，且给定
前件犃１ａｎｄ犃２ａｎｄ…ａｎｄ犃犿，计算犅犻。具体方法
如下：
１）先根据犃犻犼→犅犻和犃犼，通过三Ｉ算法求出推理

结果犅犻犼（犼＝１，２，…，犿）：
犅犻犼（）狔＝ｓｕｐ狓∈犈狔

犃犼（）狓∧犚０犃犻犼（）狓，犅犻（）（ ）｛ ｝狔
其中
犈狔＝狓∈犡｜１－犃犼（）（ ）狓＜犚０犃犻犼（）狓，犅犻（）（ ）｛ ｝狔 。
２）再将这犿个推理结果求并集，即可得出犅犻＝

∪
犿

犼＝１
犅犻犼。
第２步　计算平均相似度。假定前件为犃犻１ａｎｄ

犃犻２ａｎｄ…ａｎｄ犃犻犿，给定前件为犃１ａｎｄ犃２ａｎｄ…ａｎｄ
犃犿，令犛犻犼（犼＝１，２，…，犿）为犃犻犼与犃犼的相似度，平
均相似度犛犻为

犛犻＝１犿犛犻１＋犛犻２＋…＋犛（ ）犻犿

第３步　对第犻条规则赋予权重：

狑犻＝
１－犛
２，犻犐
１＋犛
２，犻∈

烅
烄

烆 犐
，其中犛＝ｍａｘ犛１，犛２，…，犛｛ ｝狀

且犐＝犻｜犛犻＝犛，１≤犻≤｛ ｝狀。
第４步　计算推理结果犅＝∪

狀

犻＝１
狑犻犅犻。

本文均假设在已知规则中不存在两条规则，其前
件完全相同，而推理结果不同，否则可以将这两条规则
合并成一条。故在第２步中不可能出现两个或两个以
上的平均相似度都为１的情况。
３．３新方法的还原性讨论

定理１（一般情形下模糊推理ＦＭＰ算法的还原

性）　对于（３）式，若犃犻犼（犻＝１，２，…，狀；犼＝１，２，…，犿）
为正规ｆｕｚｚｙ集，即犪犻犼∈犡犼使犃犻犼犪犻（）犼＝１，则当犃犼

＝犃犻０犼（犻０)

｛１，２，…，狀｝）时，根据上述算法可得出
犅＝犅犻０。

证明　假设对于犻０（１≤犻０≤狀）有犃犼＝犃犻０犼（犼＝
１，２，…，犿），则由全蕴涵三Ｉ算法是单一规则下的
犘还原算法可知犅犻０犼＝犅犻０，那么犅犻０＝∪

犿

犼＝１
犅犻０犼＝犅犻０。

又由相似度定义中的犛犃，（ ）犃＝１可知犛犻０犼＝１，则
犛犻０＝１

犿犛犻０１＋犛犻０２＋…＋犛犻０（ ）犿＝１，又因为犛＝
ｍａｘ犛１，犛２，…，犛犻０，…，犛｛ ｝狀，可知犛＝犛犻０＝１。根据新
方法的步骤３可得狑犻０＝１，狑犻＝０（犻＝１，２，…，狀且
犻≠犻０），那么犅＝∪

狀

犻＝１
狑犻犅犻＝犅犻０。 证毕

３．４新方法与三Ｉ算法实例比较
例２　设论域犡犼＝犢＝０，［］１，犃犻犼、犃犼∈犉犡（）犼，

犅犻、犅∈（）犉犢，犻＝１，２，３，犼＝１，２。
规则１　若犃１１且犃１２，则犅１。
规则２　若犃２１且犃２２，则犅２。
规则３　若犃３１且犃３２，则犅３。

其中犃１１狓（）１＝２３狓１＋
１
３，犃１２狓（）２＝狓２，犅１（）狔＝狔２，

犃２１狓（）１＝１－１３狓１，犃２２狓（）２＝１－狓２，犅２（）狔＝１－
１
２狔，犃３１狓（）１＝狓１，犃３２狓（）２＝１－１２狓２，犅３（）狔＝１２狔，
蕴涵算子为

犚０犪，（）犫＝１，犪≤犫１－（ ）犪∨犫，犪＞｛ 犫
相似度函数为
犛犃，（ ）犅＝１－１

犫－犪∫犫犪 （）犃狓－（）（ ）犅狓 ｄ狓
模糊推理算法实例比较结果见表１。

表１　模糊推理算法实例比较
输入犃１，犃２ 全蕴涵三Ｉ算法结果 所给模糊推理算法推理结果
犃１＝犃１１
犃２＝犃１２ 犅（）狔＝１ 犅＝犅１

犃１狓（）１＝７１２狓１＋
５
１２

犃２＝犃１２
犅（）狔＝１ 犅（）狔＝

０．５３，０≤狔２＜７１５
０．８７狔２＋０．１２，７１５≤狔

２≤
烅
烄

烆 １

犃１狓（）１＝１２狓１＋
１
２

犃２狓（）２＝２３狓２＋
１
３

犅（）狔＝１ 犅（）狔＝
０．５６，０≤狔２＜２５
０．６３狔２＋０．３１，２５≤狔

２≤
烅
烄

烆 １

犃１狓（）１＝１－１２狓１

犃２狓（）２＝１－３４狓２
犅（）狔＝１ 犅（）狔＝０．９３－０．３５狔
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　　推理结果比较分析：
１）当犃１＝犃１１，犃２＝犃１２时，推理结果犅＝犅１，

所给模糊推理算法具有满足还原性。
２）当犃１狓（）１＝７１２狓１＋

５
１２靠近犃１１，而犃

２＝犃１２
时，所给模糊推理算法得出的结果比文献［４］的全蕴涵
三Ｉ算法所得的结果更靠近犅１。

４结束语
本文所给的模糊推理算法是一种具有还原性的一

般模糊推理的全蕴涵三Ｉ算法。该算法在文献［４］的
全蕴涵三Ｉ算法基础之上，根据已知规则前件与事实
的相似度对每条规则赋予权重，从而使得所给出的一
般情形下的模糊推理具有还原性。最后通过实例说
明，所给模糊推理的全蕴涵三Ｉ算法推理得出的结果
比文献［４］的全蕴涵三Ｉ算法的结果更具合理性。
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