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具有矩阵伸缩的正交双向小波包
*

毛 一 波

(重庆文理学院 数学与财经学院,重庆 永川402160)

摘要:为了将正交双向小波包推广到高维情形φan+λ(t)=∑
k∈Zd

p+
k,λφn(At-k)+p-

k,λφn(k-At),构造了伸缩因子为矩阵A

的正交双向小波包{φan+λ(t),λ=0,1,…,a-1}n∈Z+
,分别从时频域角度通过小波包基函数的正交性研究了高维正交双向

小波包的性质,得到了小波包子空间的分解算法、重构算法及频域表示为∏
¥

j=1
Pλj

ω
a( )j Φ̂0(0)。
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1预备知识

由于小波包能够解决单一正交小波基的频域局部化较差的问题而成为小波分析的研究热点,它在信号处

理、图象压缩、编码理论、通信工程等方面有诸多应用[1-3]。Coifman等[4]首先引入了一元正交小波包的概念,为
了适应各种需要,人们将小波包进行了多种形式的推广,文献[5]将实直线上的小波包推广到正交周期小波包,
陈清江等[6]将小波包的概念推广到多重向量值正交小波包,崔丽鸿、程正兴等[7]研究了高维不可分正交多小波

包,邱进凌等[8]给出了一类扩展矩阵伸缩的紧支撑多元向量值双正交小波包的构造并讨论了它们的性质。近年

来,由于小波理论的发展需要,杨守志等[9-10]将2尺度纯量小波推广到双向小波,给出一类正交双向加细函数和

双向小波的构造算法。李岚、程正兴等[11-12]则将小波包概念扩展到双向小波包,并讨论了正交与双正交双向小

波包的性质。基于上述情况,本文将一元正交双向小波推广到多元情形,引入具有矩阵伸缩的高维正交双向小

波和小波包,给出了高维正交双向小波包的构造方法,研究了高维正交双向小波包的性质,得到了其分解算法和

频域表示。
全文约定以下记号:d为正整数,A为元素都是整数、所有特征值的模大于1的d阶伸缩矩阵,|detA|=a,

a>1为正整数。对任意f(t),g(t)∈L2(Rd):= f(t)∫Rd
f(t)

2

dt<+{ }¥ ,f(t),g(t)的内积定义为<f,g>:=

∫Rd
f(t)g(t)dt,f(t)的Fourier变换是F̂(ω):=∫Rd

f(t)e-i2πt·ωdt,(ω∈Rd),其中t·ω表示向量的数性积。δ(l,

k)为Kronecker函数:δ(l,k)=1,当l=k,否则为0;Z为整数集,Z+为非负整数集;[t]表示不超过t的最大整数,

f(t)表示f(t)的复共轭。

2高维正交双向多分辨分析

设φ(t)满足两尺度双向加细方程

φ(t)=∑
k∈Zd

p+
kφ(At-k)+∑

k∈Zd
p-

kφ(k-At) (1)

序列 p+{ }k k∈Zd 和 p-{ }k k∈Zd 分别称为低通正向面具和负向面具,而φ(t)称为双向加细函数。如(1)式定义的φ(t)
还满足正交条件<φ(t),φ(t-k)>=δ(0,k),<φ(t),φ(n-t)>=0(k,n∈Zd),则称φ(t)为正交双向加细函数。称
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L2(Rd)的一列闭子空间序列 V{ }j j∈Z生成一个具有矩阵伸缩的高维正交双向多分辨分析,如果满足条件:ⅰ)…⊂

V0⊂V1⊂…,ⅱ)closL2(Rd) ∪
j∈Z

Vj( ) =L2(Rd),ⅲ)∩
j∈Z

Vj { }= 0 ,ⅳ)f(t)∈Vj⇔f(At)∈Vj+1,j∈Z,ⅴ)

φ(t-k),φ(n-t),k,n∈Z{ }d 构成V0的标准正交基。由φ生成的 MRA记为 MRAφ。
设φ(t)是具有矩阵伸缩的正交双向加细尺度函数,对任意的j∈Z,定义Wj 是Vj 在Vj+1中的正交补,若存

在函数ψλ(t),使得集合{ψλ(t-k),ψλ(k-t),k∈Zd,λ=1,2,…,a-1}构成W0的标准正交基,则称函数ψλ(t)
(λ=1,2,…,a-1)是对应于正交双向尺度函数φ(t)的正交双向小波。因此φ(t)和ψλ(t)还应满足正交条件

<ψλ(t),ψλ′(t-k)>=δ(0,k)δ(λ,λ′),<ψλ(t),ψλ′(n-t)>=0,<φ(t),ψλ(t-k)>=0,<φ(t),ψλ(n-t)>=0(k,n∈Zd)。
由ψλ(t)∈W0⊂V1,知存在序列 q+

k,{ }λ k∈Zd 和 q-
k,{ }λ k∈Zd,使得

ψλ(t)=∑
k∈Zd

q+
k,λφ(At-k)+∑

k∈Zd
q-

k,λφ(k-At) (2)

成立,序列 q+
k,{ }λ k∈Zd 和 q-

k,{ }λ k∈Zd 分别称为ψλ(t)的高通正向面具和负向面具。
命题1[13] 设具有矩阵伸缩的正交双向尺度函数φ(t)及其相应的正交双向小波函数ψλ(t)的两尺度方程分

别为(1)、(2)式,则成立完全重构条件

1
a∑

k∈Zd
(p+

kp+
k-Al +p-

kp-
k-Al)=δ(0,l),1a∑

k∈Zd
(q+

k,λq+
k-Al,λ′ +q-

k,λq-
k-Al,λ′)=δ(0,l)δ(λ,λ′)

∑
k∈Zd
(p+

kq+
k-Al,λ +p-

kq-
k-Al,λ)=0,∑

k∈Zd
(p+

kp-
Al-k+p-

kp+
Al-k)=0

∑
k∈Zd
(q+

k,λq-
Al-k,λ′ +q-

k,λq+
Al-k,λ′)=0,∑

k∈Zd
(p+

kq-
Al-k,λ +p-

kq+
Al-k,λ)=0 (3)

3高维正交双向小波包

为了说明具有矩阵伸缩的高维正交双向小波包,约定记号:p+
k,0=p+

k ,p-
k,0=p-

k ,p+
k,λ=q+

k,λ,p-
k,λ=q-

k,λ,(λ=
1,2,…,a-1),并规定

φ0(t)=φ(t),φλ(t)=ψλ(t)(λ=1,2,…,a-1)

φan+λ(t)=∑
k∈Zd

p+
k,λφn(At-k)+p-

k,λφn(k-At),(λ=0,1,2,…,a-1,n∈Z+) (4)

定义1 称由递推关系(4)式生成的函数族{φan+λ(t),λ=0,1,…,a-1}n∈Z+
为相应于尺度函数φ(t)的具有

矩阵伸缩的高维正交双向小波包。
对于矩阵伸缩的高维正交双向小波包{φan+λ(t),λ=0,1,…,a-1}n∈Z+

,有以下性质。
性质1 <φan+λ(·-l),φan+λ′(·-k)>=δ(l,k)δ(λ,λ′),<φan+λ(·-l),φan+λ′(k-·)>=0(l,k∈Zd)。
证明 当n=0时,φ0=φ,φλ=ψλ(λ=0,1,…,a-1),由双向尺度函数和小波函数的正交性知结论成立。
假设对0≤n<as 成立,考虑当as≤n<as+1情形。由(3)式知

<φan+λ(·-l),φan+λ′(·-k)>=<∑
m∈Zd

p+
m,λφn(A·-Al-m)+p-

m,λφn(m-A·+Al),

∑
j∈Zd

p+
j,λ′φn(A·-Ak-j)+p-

j,λ′φn(j-A·+Ak)>=

∑
m∈Zd
∑
j∈Zd

p+
m,λp+

j,λ′<φn(A·-Al-m),φn(A·-Ak-j)>+∑
m∈Zd
∑
j∈Zd

p+
m,λp-

j,λ′<φn(A·-Al-m),φn(j-A·+Ak)>+

∑
m∈Zd
∑
j∈Zd

p-
m,λp+

j,λ′<φn(m-A·+Al),φn(A·-Ak-j)>+∑
m∈Zd
∑
j∈Zd

p-
m,λp-

j,λ′<φn(m-A·+Al),φn(j-A·+Ak)>=

1
a∑

m∈Zd
(p+

m,λp+
m+A(l-k),λ′ +p-

m,λp-
m+A(l-k),λ′)=δ(l,k)δ(λ,λ′)

利用(3)式,同理可证另一结论成立。 证毕

性质2 设{φan+λ(t),λ=0,1,…,a-1}n∈Z+
是由(4)式定义的具有矩阵伸缩的高维正交双向小波包,则对

∀n∈Z+,小波包基函数有以下分解公式

φn(At-k)=∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[p+

k-Al,λφan+λ(t-l)+p-
Al-k,λφan+λ(l-t)] (5)

15第4期                毛一波:具有矩阵伸缩的正交双向小波包



φn(k-At)=∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[p-

k-Al,λφan+λ(t-l)+p+
Al-k,λφan+λ(l-t)] (6)

证明 设φn(At-k)=∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[～p+

l,λφan+λ(t-l)+ ～p-
l,λφan+λ(l-t)],则

<φn(A·-k),φan+λ′(·-j)>=∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
<～p+

l,λφan+λ(·-l),φan+λ′(·-j)>+∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
<～p-

l,λφan+λ(l-·),φan+λ′(·-j)>= ～p+
j,λ′

所以,有 ～p+
l,λ=<φn(A·-k),φan+λ(·-l)>=

∑
j∈Zd

p+
j,λ<φn(A·-k),φn(A·-Al-j)>+∑

j∈Zd
p-

j,λ<φn(A·-k),φn(j-A·+Al)>=p+
k-Al,λ

即～p+
l,λ=p+

k-Al,λ。同理,～p-
l,λ=p-

Al-k,λ,从而(5)式成立。类似地,可证明(6)式成立。 证毕

记φn+
j,k(t)=a

j
2φn(Ajt-k),φn-

j,k(t)=a
j
2φn(k-Ajt),Un

j=closL2(Rd){φn+
j,k(t),φn-

j,k(t),k∈Zd},则U0
j=Vj,

{φ0+j,k(t),φ0-j,k(t),k∈Zd}构成Vj 的标准正交基,Wj=U1
j췍U2

j췍…췍Ua-1
j 。且Vj+1=Vj췍Wj=U1

j췍U2
j췍…췍

Ua-1
j 可写为U0

j+1=U0
j췍U1

j췍U2
j췍…췍Ua-1

j 。更一般地,有如下性质。
性质3 Un

j+1=Uan
j 췍Uan+1

j 췍Uan+2
j 췍…췍Uan+a-1

j 。
证明 由定义1有Uan+λ

j ⊂Un
j,由性质1有Uan+λ

j ⊥Uan+λ′
j (λ≠λ′),再由性质2知Un

j 中的任意函数可由

Uan+λ
j (λ=0,1,…,a-1)的基函数唯一线性表示,从而结论成立。 证毕

现考虑能量有限信号gn
j+1∈Un

j+1,根据性质3,它可分解为gan
j ,gan+1

j ,…,gan+a-1
j 的和,其中gan+λ

j ∈Uan+λ
j (λ=

0,1,…,a-1)。设gn
j+1=∑

k∈Zd
[d+

j+1,n,kφn+
j+1,k(t)+d-

j+1,n,kφn-
j+1,k(t)],由gn

j+1=∑
a-1

λ=0
gan+λ

j ,有

∑
k∈Zd
[d+

j+1,n,kφn+
j+1,k(t)+d-

j+1,n,kφn-
j+1,k(t)]=∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lφan+λ+
j,l (t)+d-

j,an+λ,lφan+λ-
j,l (t)] (7)

在(7)式中,已知系数d+
j+1,n,k,d-

j+1,n,k求d+
j,an+λ,l,d-

j,an+λ,l的过程称为分解过程,由d+
j,an+λ,l,d-

j,an+λ,l求d+
j+1,n,k,

d-
j+1,n,k的过程称为重构过程。

定理1 设d+
j+1,n,k,d-

j+1,n,k和d+
j,an+λ,k,d-

j,an+λ,k如上所定义,则分解算法为

d+
j,an+λ,l=a

1
2∑
k∈Zd
(d+

j+1,n,kp+
k-Al,λ +d-

j+1,n,kp-
k-Al,λ)

d-
j,an+λ,l=a

1
2∑
k∈Zd
(d+

j+1,n,kp-
Al-k,λ +d-

j+1,n,kp+
Al-k,λ

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(8)

重构算法为

d+
j+1,n,k=a-12∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lp+
k-Al,λ +d-

j,an+λ,lp-
Al-k,λ]

d-
j+1,n,k=a-12∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lp-
k-Al,λ +d-

j,an+λ,lp+
Al-k,λ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

(9)

证明 由小波包定义,有

∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lφan+λ+
j,l (t)+d-

j,an+λ,lφan+λ-
j,l (t)]=a

j
2∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lφan+λ(Ajt-l)+d-
j,an+λ,lφan+λ(l-Ajt)]=

a
j
2∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd

d+
j,an+λ,l∑

r∈Zd
[p+

r,λφn(Aj+1t-Al-r)+p-
r,λφn(r-Aj+1t+Al)]+

a
j
2∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd

d-
j,an+λ,l∑

r∈Zd
[p+

r,λφn(Al-Aj+1t-r)+p-
r,λφn(r-Al+Aj+1t)]=

a
j
2∑
r∈Zd
∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lp+
r,λφn(Aj+1t-Al-r)+d-

j,an+λ,lp-
r,λφn(Aj+1t+r-Al)]+

a
j
2∑
r∈Zd
∑
a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lp-
r,λφn(r+Al-Aj+1t)+d-

j,an+λ,lp+
r,λφn(Al-r-Aj+1t)]=
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a
j+1
2∑

k∈Zd
[d+

j+1,n,kφn(Aj+1t-k)+d-
j+1,n,kφn(k-Aj+1t)]

从而(9)式成立。
另一方面,由小波包基函数的分解表示

∑
k∈Zd
[d+

j+1,n,kφn+
j+1,k(t)+d-

j+1,n,kφn-
j+1,k(t)]=a

j+1
2∑

k∈Zd
[d+

j+1,n,kφn(Aj+1t-k)+d-
j+1,n,kφn(k-Aj+1t)]=

a
j+1
2∑

k∈Zd
d+

j+1,n,k∑
a-1

λ=0
∑
r∈Zd
[p+

k-Ar,λφan+λ(Ajt-r)+p-
Ar-k,λφan+λ(r-Ajt)]+

a
j+1
2∑

k∈Zd
d-

j+1,n,k∑
a-1

λ=0
∑
r∈Zd
[p-

k-Ar,λφan+λ(Ajt-r)+p+
Ar-k,λφan+λ(r-Ajt)]=

a
j+1
2∑

a-1

λ=0
∑
r∈Zd
∑
k∈Zd

d+
j+1,n,k[p+

k-Ar,λφan+λ(Ajt-r)+p-
Ar-k,λφan+λ(r-Ajt)]+

a
j+1
2∑

a-1

λ=0
∑
r∈Zd
∑
k∈Zd

d-
j+1,n,k[p-

k-Ar,λφan+λ(Ajt-r)+p+
Ar-k,λφan+λ(r-Ajt)]=

a
j
2∑

a-1

λ=0
∑
l∈Zd
[d+

j,an+λ,lφan+λ(Ajt-l)+d-
j,an+λ,lφan+λ(l-Ajt)]

从而(8)式成立。 证毕

为了描述小波包的频域表示,设Φn(t)= φn(t)

φn(-t
æ

è
ç

ö

ø
÷
)
,Pλ

k=
p+

k,λ p-
k,λ

p-
-k,λ p+

-k,

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

λ

,则Φan+λ(t)=∑
k∈Zd

Pλ
kΦn(At-k)。

对其两边作Fourier变换,得 Φ̂an+λ(ω)=Pλ ωæ
è
ç

ö

ø
÷

a Φ̂n ωæ
è
ç

ö

ø
÷

a
,其中 Φ̂n(ω)=

φ̂n(ω)

φ̂n(ω

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
)
,Pλ(ω)=1a∑

k∈Zd
Pλ

ke-ik·ω ,λ∈{0,

1,…,a-1}。

性质 4 对 任 意 的 非 负 整 数 n 进 行 a 进 制 展 开,n =∑
¥

j=1
λjaj-1,λj ∈ {0,1,…,a -1},如 果

{φan+λ(t),λ=0,1,…,a-1}n∈Z+
是由(4)式定义的具有矩阵伸缩的高维正交双向小波包,则其频域表示为

Φ̂n(ω)=∏
¥

j=1
Pλj

ω
a
æ

è
ç

ö

ø
÷

j Φ̂0(0) (10)

证明 对n用数学归纳法。易见当0≤n<a时,结论成立。

假设当0≤n<ar 时(10)式成立,则当ar≤n<ar+1时,由于n=a· né
ë
êê

ù

û
úúa +λ1∶=an1+λ1,λ1∈{0,1,…,a-

1},而an1=n-λ1=∑
¥

j=1
λjaj-1-λ1=∑

¥

j=2
λjaj-1=∑

¥

j=1
λj+1aj,所以n1=∑

¥

j=1
λj+1aj-1 ,且0≤n1<ar,由归纳假设,有

Φ̂n(ω)=Pλ1 ωæ
è
ç

ö

ø
÷

a Φ̂n1 ωæ
è
ç

ö

ø
÷

a =Pλ1 ωæ
è
ç

ö

ø
÷

a ∏
¥

j=1
Pλj+1

ω
aj+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 Φ̂0(0)=∏
¥

j=1
Pλj

ω
a
æ
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4结论

通过对一元正交双向小波的推广,引入了具有矩阵伸缩的高维正交双向小波的概念,并将一元正交双向小

波包推广到了高维情形,给出了具有矩阵伸缩的高维正交双向小波包的构造方法,研究了它的性质,得到了具有

矩阵伸缩的高维正交双向小波包的分解公式以及频域表示公式,将一元正交双向小波包的相关结论进行了推

广。
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MultidimensionalOrthonormalTwo-directionWaveletPacketwithDilationMatrix

MAOYi-bo
(InstituteofMathematicsandEconomics,ChongqingUniversityofArtsandSciences,YongchuanChongqing402160,China)

Abstract:Themainpurposeofthispaperistogeneralizeorthonormaltwo-directionwaveletpackettomultidimensionalcaseφan+λ(t)=

∑
k∈Zd

p+
k,λφn(At-k)+p-

k,λφn(k-At),withmatrixdilationfactorA.Bymeansoforthogonalityofwaveletpacketbasisfunctions,

thispaperinvestigatesproperties,decompositionandreconsructionalgorithmandfrequencydomainrepresentation∏
¥

j=1
Pλj

ω
a( )j Φ̂0(0)of

multidimensionalorthonormaltwo-directionwaveletpacket{φan+λ (t),λ=0,1,…,a-1}n∈Z+ withdilationmatrixAintime
andfrequencydomain.
Keywords:multidimensionalorthonormaltwo-directionwaveletpacket;matrixdilation;decompositionalgorithm;reconstruction
algorithm;frequencydomaindescription
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