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基于记录值的GE分布参数的Bayes和经验Bayes估计
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摘要:针对来自广义指数(GE)分布的记录值样本,研究了广义指数分布的参数的估计问题。首先给出了参数的最大似然

估计;在参数的共轭先验分布为贝塔先验分布,损失函数为平方误差损失和LINEX损失函数情形下,导出了广义指数分

布参数的Bayes和经验Bayes估计。最后进行了 MonteCarlo数值模拟,对本文提出的几种参数估计进行比较,发现在合

适的先验分布条件下Bayes和经验Bayes估计值更加接近参数真实值,因此在适当的先验分布下Bayes估计和经验Bayes
估计较传统的最大似然估计好。
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广义指数(GE)分布作为 Weibull分布和伽玛分布的一个可选分布,自Gupta和 Kunda[1]提出以来,已经在

在可靠性、寿命试验等领域得到了广泛的应用。关于该分布的统计推断理论引起了众多学者的兴趣并得到了深

入的研究。文献[2]中讨论了广义指数分布参数的不同估计方法,并且比较了它们的优劣性;文献[3]讨论了广

义指数分布参数的逆矩估计方法;文献[4]在熵损失函数下讨论了广义指数分布形状参数的Bayes估计和可容

许性问题;文献[5]在平方误差损失、对数误差平方损失和广义熵损失函数下讨论了广义指数分布参数的Bayes
估计问题。记录值自提出以来已被广泛应用到诸如天气、水文、地震、机械工程以及体育等诸多领域。关于记录

值的统计推断理论引起很多学者的兴趣并得到了广泛的研究。如文献[6]基于记录值和截尾样本讨论了一些寿

命分布的Bayes估计问题。文献[7]基于记录值样本在平方损失函数下讨论了指数分布参数的Bayes估计以及

估计的可容许性问题。本文将在平方误差和LINEX损失函数下讨论广义指数分布的形状参数θ的Bayes估计

和经验Bayes估计问题。
设随机变量X 为服从参数为θ的广义指数分布,其概率密度函数为

f(x;θ)=θe-x(1-e-x)θ-1 (1)
其中θ>0为未知的形状参数。

定义1[8] 设 X{ n,n≥1}是一个独立同分布的随机变量序列,对于任意的n≥1,定义L(1)=1,L(n+1)=
min{j:j>L(n),Xj<XL(n)},则{XL(n)}({L(n)})称为序列 X{ n,n≥1}的一个下记录值(记录时间)。

1最大似然估计

设X1,X2,…为来自广义指数分布的独立同分布的随机样本,设观察到n个下记录值为XL(1)=x1,XL(2)=
x2,…,XL(n)=xn,记R(x;θ)=-ln(1-F(x;θ)),t为T=-ln(1-e-XL(n))的观测值,由文献[8]有如下结果。

1)给定观测值x=(x1,x2,…,xn)的参数θ的似然函数为

l(θ)=f(xn;θ)∏
n-1

i=1

f(xi;θ)
F(xi;θ)=

θne-tθ·(1-exn)-1∏
n

i=1
e-xi (2)

取对数后有lnl(θ)=nlnθ-tθ-ln(1-exn)-∑
n

i=1
xi,通过求解对数似然方程dlnl(θ)

dθ =0得θ的最大似然估计为
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θ̂ML=n
T

(3)

2)第n个下记录值XL(n)的边缘概率密度函数为

fn(xn;θ)=f(xn;θ)R
n-1(xn;θ)
(n-1)! =θe

-xn(1-e-xn)θ-1
[-θln(1-e-xn)]n-1

(n-1)!
(4)

从而由(4)式有T=-ln(1-e-XL(n))的概率密度函数为fT(t)= θn

Γ(n)t
n-1e-θt。

2Bayes和经验Bayes估计

下面将考虑在平方误差损失和LINEX损失函数下广义指数分布的参数的Bayes估计问题。
损失函数作为Bayes统计推断程序中是必不可少的。多数Bayes统计推断都是基于平方误差损失函数

L(θ̂,θ)=(θ̂-θ)2 而展开讨论的,一般的平方误差损失函数具有对称性,对高估和低估赋予同样的惩罚。然而在

估计可靠性和失效率函数时,高估带来的损失将比低估带来的损失更大,此时应用对称损失函数就不适合了,很
多学者提出一些有用的非对称损失函数,其中LINEX损失函数为最常使用的非对称损失函数,其表达式为[9]

L(Δ)=ecΔ-cΔ-1,c≠0 (5)

其中Δ=θ̂-θ,θ̂为参数θ的估计,c为形状参数。

在LINEX损失(5)下,参数θ的Bayes估计为θ̂BL=-1cln
[E(e-cθ|X)]。

定理1 设X=(XL(1),…,XL(n))为来自广义指数分布的一个记录值样本,θ的先验分布为伽玛分布Γ(α,β),
相应的概率密度函数为

π(θ;α,β)= βα

Γ(α)θ
α-1e-βθ,θ>0,α,β>0 (6)

则有:1)在平方误差损失函数下,参数θ的Bayes估计为θ̂BS=n+α
β+T

;2)在LINEX损失函数下,参数θ的Bayes

估计为θ̂BL=n+αc lnT+β+c
T+β

。

证明 由(2)、(6)式及Bayes定理,参数θ的后验概率密度函数为

h(θ|x)∝l(θ)·π(θ;α,β)∝θne-θtθα-1e-βθ∝θn+α-1e-(β+t)θ (7)
从而θ的后验分布为Γ(n+α,β+t)。

则有:1)在平方误差损失函数下,参数θ的Bayes估计为其后验均值,从而θ的Bayes估计为θ̂BS=E(θ|X)=
n+α
β+T

;2)由 (11)式 有 E(e-cθ |X)=∫
+¥

0
e-cθ (β+T)n+α

Γ(n+α)θ
n+α-1e-(β+T)θdθ=

(β+T)n+α
Γ(n+α)

· Γ(n+α)
(β+T+c)n+α =

T+β
T+β+
æ

è
ç

ö

ø
÷

c
n+α
。 证毕

于是在LINEX损失函数下,参数θ的Bayes估计为θ̂BL=-1clnE(e-cθ|X)=n+αc lnT+β+c
T+β

,c≠0。

当超参数α和β未知时,Bayes估计就无法使用,可以利用过去样本和经验Bayes估计方法得到α和β的估

计值。然后将得到的估计值代入到Bayes估计中就可以得到参数θ的经验Bayes估计。更多的关于经验Bayes
方法的讨论可以参考文献[10-14]。

对于随机变量 X,假定 XN+1,L(1),XN+1,L(2),…,XN+1,L(n)为当前样本,要估计的参数θ 的真值为θN+1。

Xl,L(1),Xl,L(2),…,Xl,L(n),l=1,2,…,N 为过去N 组样本。每个样本都服从广义指数分布。基于过去第l,l=1,

2,…,N,组样本,利用(3)式得到对应的参数θ的 MLE估计θl 为

θ̂l≡Yl=n
Tl

(8)

其中Tl=-ln(1-e-Xl,L(n))。
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对于给定的θl,Tl 的条件概率密度为伽玛概率密度函数,于是Yl服从如下概率密度函数

h(yl|θl)=
(nθl)n
Γ(n)

1
yn+1

l
e-nθl/yl (9)

从而Yl,l=1,2,…,N 的边缘概率密度函数为h(yl)=∫
¥

0
f(yl|θl)g(θl;α,β)dθl,其中g(θl;α,β)为θl 的伽玛先验

概率密度函数。

由(7)、(8)式得Yl,l=1,2,…,N 的概率密度函数为h(yl)= βnn

B(α,n)
(βyl)α-1
[n+βyl]n+α

,yl>0。利用矩估计法和

(9)式,α和β的矩估计量为

α̂= s21
s2-s21

,β̂=
s1

s2-s21
(10)

其中

s1=n-1
Nn ∑

N

l=1
θ̂l,s2=

(n-1)(n-2)
Nn2 ∑

N

l=1
θ̂2l (11)

因而,在平方误差损失和 LINEX损失函数下参数θ的经验Bayes估计分别为θ̂EBS= n+α̂

β̂+TN+1,L(n)

和θ̂EBL=

n+α̂
c lnTN+1,L(n)+β̂+c

TN+1,L(n)+β̂
。其中TN+1,L(n)=-ln(1-exp(-XN+1,L(n))),α̂,β̂为α,β的估计值并由(10)式给出。

3数值模拟

利用 MonteCarlo数值模拟来对最大似然估计、Bayes估计和经验Bayes估计进行比较。步骤如下:1)给定

α=3.0和β=1.0,利用先验概率密度函数(6)式产生θ=2.3043;2)基于生成的参数θ值,利用MonteCarlo数

值模拟一组来自广义指数分布(1)式的容量为n=8的记录值样本,作为当前样本:0.1769、0.3807、0.5413、

0.9114、1.2181、2.8699、3.8079、5.0470;3)对于给定的α=3.0,β=1.0,参数θ的过去值θl,l=1,2,…,N 的

估计值θ̂l≡Yl 由(9)式的概率密度生成的样本观察值给出,这组样本(N=20)为:0.2632、0.3181、0.1777、

0.3174、0.2743、0.2646、0.2527、0.2361、0.4936、0.2057、0.1879、0.3084、0.5863、0.5417、0.8000、0.1750、

0.6924、1.7995、0.2304、0.6347;4)先验参数α和β的估计值由步骤3)和(10)、(11)式得出:α̂=4.0083,β̂=
1.3176;5)θ的最大似然估计、Bayes估计以及经验Bayes估计值由表1给出。

表1 参数θ的各类估计值

最大似然估计 Bayes估计 经验Bayes估计

θ̂ML θ̂BS θ̂BL(c=1.0) θ̂BL(c=2.0) θ̂EBS θ̂EBL(c=1.0) θ̂EBL(c=1.0)

2.3487 2.4965 2.2499 2.0584 2.5421 2.3058 2.1197

通过大量的数值模拟实验,得到如下结论:当采取合适的先验分布,也即当对参数的了解越多时,Bayes和经

验Bayes估计值越接近真实值,此时优于传统的最大似然估计。
致谢:诚挚感谢审稿专家给出的宝贵建议。
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BayesandEmpiricalBayesEstimationofParameterofGeneralizedExponential
DistributionBasedonRecordValues

WANGQi1,HUANGWen-yi2

(1.ZhongshanInstitute,UniversityofElectronicScienceandTechnologyofChina,ZhongshanGuangdong528402;

2.SchoolofMathematicsandComputerScience,YichunUniversity,YichunJiangxi336000,China)

Abstract:Accordingtotherecordvaluesfromthegeneralizedexponentialdistributionsample,parameterestimationproblemof

generalizedexponentialdistributionisstudied.First,themaximumlikelihoodparameterestimationisgiven;whentheconjugate

priordistributionofparametersfortheBertapriordistribution,andthelossfunctionisthesquarederrorlossandLINEXlossfunc-
tions,BayesandempiricalBayesestimatorsoftheparameterofthegeneralizedexponentialdistributionarederived.Finally,a

MonteCarlonumericalsimulationisgiventocomparetheseestimatorspresentedinthispaper.Wefoundinthepriordistributionof

therightconditionsandexperienceoftheBayesestimatesclosertothetrueparameters,thereforethemaximumlikelihoodproper

priordistributionofBayesandempiricalBayesestimatorsarecloserthanthemaximumlikelihoodestimatorwhenthepriordistribu-
tionisproper.ThenBayesandempiricalBayesestimatorsarebetterthanthemaximumlikelihoodestimatorunderproperpriordis-
tribution.

Keywords:BayesandempiricalBayesestimators;squarederrorloss;LINEXloss;recordvalue
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