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关于单K3-群L3(3)和U3(3)
*
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(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:设G为有限群,o1(G)表示G中最高阶元素的阶。用极少的数量刻画有限单群是单群刻画领域中一个有趣的课题。
本文只用群的阶及最高阶元素的阶刻画了单K3-群L3(3)和U3(3),即证明了:设G 为有限群,M 为单K3-群L3(3)和

U3(3),则G≅M 当且仅当|G|=|M|,且o1(G)=o1(M)。
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1引言及符号说明

在过去30年里,用群的阶和元素阶的集合刻画有限单群一直是单群数量刻画领域中的一个重要的课题。
课题的提出者施武杰教授及其学生对该课题做了大量工作,并证明了几乎所有有限单群都可以通过群的阶与元

素阶之集合唯一刻画[1-7]。2009年俄罗斯数学家V.D.Mazurov等人在施武杰教授工作的基础上最终完成课题

的证明[8]。数量刻画的关键在于数量的多少,人们总是希望用越少的数量刻画越多的群的性质。于是笔者试图

用更少的数量去刻画有限单群,并成功地用群的阶、最高阶元素的阶(极少数情况用到了次高阶元素的阶)刻画

了单K3-群、单K4-群、散在单群、部分李型单群和部分对称群[9-12]。在文献[11]中,作者用群的阶和最高阶元素

的阶刻画了4个单K3-群:A5,A6,L2(8),L2(17);而用群的阶、最高阶元的阶及次高阶元的阶刻画了余下的4个

单K3-群:L2(7),L3(3),U3(3),U4(2)。本文将证明单K3-群L3(3)和U3(3)也可以仅由其阶及最高阶元的阶唯

一确定。
为了讨论方便,对本文出现的一些符号加以说明。本文所讨论的群均为有限群,πe(G)表示群G 的元素阶的

集合,o1(G)表示群G 中最高阶元素的阶,o2(G)表示群G 中次高阶元素的阶。设k为一正整数,π(k)表示k的

素因子之集,特别地π(G)=π(|G|)。用Γ(G)表示G 的素图,t(G)表示G 的素图连通分支数,πi(i=1,2,…,

t(G))表示Γ(G)的连通分支所含顶点之集。如果2|G|,则总设2∈π1[13]。其余符号及术语是标准的。

2主要引理

引理1[13] 设G 的素图分支大于1,则G 的结构是如下之一:

1)G 是Frobenius群或者2-Frobenius群;

2)G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G
K是π1-群,KH是非交换单群,其中2∈π1,H 为幂零群,而

且 G
K OutK( )H 。

引理2[14] 设G 是偶阶Frobenius群,K 是Frobenius核,H 是Frobenius补,则t(G)=2且Γ(G)=
{π(H),π(K)}。

引理3[14] 设G 是偶阶2-Frobenius群,则t(G)=2,且G 有正规列1◁H◁K◁G,使得π K( )H =π2,
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π(H)∪πG( )K =π1,GK和K
H均为循环群且满足 G

K AutK( )H 。特别地 G
K < K

H ,G 可解。

引理4[15] 设π′群H 作用在π 群G 上,且G 和H 中至少有一个可解。则对任意素数p G ,G 中存在H
不变的p-Sylow 子群。

3定理及其证明

定理1 设G 为有限群,M 为单K3-群L3(3),U3(3),则G≅M 当且仅当|G|=|M|,且o1(G)=o1(M)。
证明 必要性显然,下证充分性。

1)当 m=L3(3)时,由文献[16]知 G =24·33·13,o1(G)=13。因为o1(G)=13,所以13是素图Γ(G)
的孤立点,从而t(G)≥2。由引理1知G 是Frobenius群或者2-Frobenius群,或者G 有一正规列1◁H◁K◁

G,使得 H 和G
K是π1-群,KH是非交换单群,其中2∈π1,H 为幂零群,而且 G

K OutK( )H 。

首先,如果G 是Frobenius群,则由引理2知t(G)=2且Γ(G)={π(H),π(K)},其中K 是Frobenius核,H
是Frobenius补。于是K 要么为{2,3}-Hall子群,要么为13-Sylow-子群。设S为K 的一个Sylow-子群。因为

K 幂零,所以 H |(S-1)。于是可以选择K 的适当的Sylow-子群S,使得 H 不整除|S|-1,从而得出矛

盾。因此K 不能为13-Sylow-子群,从而K 为{2,3}-Hall子群。考虑 K 的2-Sylow-子群。则有13|15,矛盾。
故G 不是Frobenius群。

其次,如果G 是2-Frobenius群,则由引理3知t(G)=2,且G 有正规列1◁H◁K◁G,使得π K( )H =π2,

π(H)∪πG( )K =π1, G
K AutK( )H 。因为13是Γ(G)的孤立点,所以π2={13}。因此π(H)∪π

G( )K ={2,3}且 K
H =13。又因为 G

K AutK( )H =12,所以由比较群G 的阶得2|H|。用G 中的

一个13阶元g共轭作用在H 上,由引理4知存在H 的2-Sylow子群L在该作用下不变。考虑Ω1(Z(L)),Ω1

(Z(L))为初等交换2-群,且|Ω1(Z(L))||24。因为Ω1(Z(L))为L 的特征子群,所以Ω1(Z(L))在g的共轭作

用下也不变。又因为13不整除|Aut(Ω1(Z(L))|,故g作用在Ω1(Z(L))上只能是平凡作用,这说明G 中有26
阶元,矛盾。因此,G 不是2-Frobenius群。

于是G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得H 和G
K是π1 群,KH是非交换单群,其中2∈π1,H 为幂零群,而

且 G
K OutK( )H 。由 G =24·33·13知:KH只能同构于L3(3)。因此K=G,H=1,即G≅L3(3)。

2)当M=U3(3)时,由文献[16]知 G =25·33·7,o1(G)=12。因为o1(G)=12,所以7是素图Γ(G)的

孤立点,从而t(G)≥2。类似情形 M=L3(3)的讨论知:G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G
K是π1 群,

K
H是非交换单群,其中2∈π1,H 为幂零群,而且 G

K OutK( )H 。由于7是Γ(G)孤立点,故7∈π

K( )H 。由文献[16]知:KH同构于L2(7),L2(8)或U3(3)。

设K
H≅L2(7)。因为|Out(L2(7))|=2,所以 K

H 2。比较G 的阶知3|H|。设L 为H 的3-Sylow子

群,则 L =32。因为 H 幂零,所以L为H 的特征子群,从而L◁G。用G 的7阶元共轭作用在L上,该作用平

凡,于是G 中有21阶元,矛盾。设K
H≅L2(8)。因为|Out(L2(7))|=3,所以 K

H 3。比较G 的阶知2

|H|。设L为H 的2-Sylow子群,则 L =22,且L◁G。用G 的7阶元共轭作用在L上,该作用平凡,于是G

中有14阶元,矛盾。于是K
H≅U3(3),因此K=G,H=1,即G≅U3(3)。 证毕

结合文献[11],对单K3-群,有定理2。
定理2 设G 为有限群,M 为下列单K3-群:A5,A6,L2(8),L2(17),L3(3),U3(3)。则G≅M 当且仅当|G|=

|M|,且o1(G)=o1(M)。
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定理3 设G 为有限群,M 为下列单K3-群:L2(7),U4(2)。则G≅M 当且仅当|G|=|M|,且oi(G)=
oi(M),i=1,2。
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OnSimpleK3-GroupsL3(3)andU3(3)

HELi-guan
(SchoolofMathematics,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:LetGbeafinitegroup,o1(G)denotethelargestelementorderG.Itisaninterestingtopictocharacterizeafinitesimple

groupbyusing.Inhispaper,wecharacterizessimpleK3-groupsL3(3)andU3(3)onlybyusing G ando1(G),thatistosay,

weprovethat:LetGbeafinitegroupMbesimpleK3-groupL3(3)andU3(3).ThenG≅Mifandonlyif|G|=|M|,and
o1(G)=o1(M).
Keywords:finitegroup;thelargestelementorder;simpleK3-groups;characterization
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