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度量空间上两个自映射公共不动点定理
*

宋 明 亮

(江苏教育学院 数学与信息技术学院,南京210013)

摘要:首先引入一类新的Aφ 实函数类的概念,并给出一些例子,然后利用Aφ 实函数类,在完备度量空间上建立了一些

自映射对的公共不动点定理,如f,g为完备度量空间(X,d)上的两个自映射对,当f,g有一个连续并且存在F∈Aφ 使得

d(f(x),g(y))≤F(d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y)))对任意x,y∈X 成立,则f,g存在唯一的公共不动点。同时举例说

明了本文的结论,统一并推广了文献[5-9]的Reich型压缩映射的不动点定理。
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1981年,Fisher[1]在度量空间上证明了一些复合映射的不动点定理。而后,Telci[2]、Aliouche与Fisher[3-4]

分别利用特殊的实函数类成功地推广了这些定理。2007年,XiaD-F[5]等受文献[1-2]的启发,利用二元或者三

元实函数的性质,给出了完备度量空间上两个连续自映射存在唯一公共不动点定理,部分推广了文献[6]中压缩

条件下的不动点定理。

XiaD-F[5]中的公共不动点定理为如下形式。
设ℝ+=[0,+¥),函数G1:ℝ2+→ℝ+,G2:ℝ3+→ℝ+,具有如下性质:

1)如果w≤G1(u,v),则存在c∈(0,1),使得w≤cmax{u,v};

2)如果w≤G2(u,v,r),则存在c∈(0,1),使得w≤cmax{u,v,r}。
定理A[5] 设(X,d)为完备度量空间,f,g:X→X 为两个连续映射,并且对任意x,y∈X,有d(f(x),g(y))≤

G1(d(x,f(x)),d(y,g(y)))成立,或者有不等式d(f(x),g(y))≤G2(d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y)))成立,
则f,g存在唯一公共不动点。

显然,令G2(u,v,r)=G1(u,v)+0·r,则G1 满足G2,故定理A的两个不等式就是一个。
本文将引入新的实函数类Aφ,利用它在完备度量空间上建立两个自映射存在唯一公共不动点定理,然后指

出定理A的部分条件是多余的,这样,不仅改进、推广了定理A,而且统一、推广了文献[5-9]的有关结论。

1满足实函数类Aφ 的两个自映射的公共不动点定理

定义1 设函数φ:ℝ+→ℝ+是不减的、右连续的。

1)如果对每个t>0,有φ(t)<t,且φ(0)=0,则称φ(t)满足条件(Φ)。

2)如果对每个t>0,有∑
¥

n=0φ
n(t)<+ ¥,其中φn(t)是φ(t)的第n次迭代,则称φ(t)满足条件(Φ0)。

注1 显然,当φ(t)满足条件(Φ0)时,有φ(t)<t(∀t>0),且φ(0)=0,即(Φ0)⊂(Φ),但(Φ)⊄(Φ0)。事实

上,取φ(t)=
t
1+t

,则φ(t)∈(Φ),而对每个t>0,有∑
¥

n=0
t

1+nt=+¥,即φ(t)∉(Φ0)。

定义2 设φ∈(Φ0)或(Φ),用Aφ 表示满足关系(A-1)条件的实函数F:ℝ3+→ℝ+的全体,其中(A-1)为
(A-1):对任意u,v≥0,如果u≤F(v,v,u)或u≤F(v,u,v)或u≤F(u,v,v)成立,则u≤φ(v)。
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例1 设φ∈(Φ0)或(Φ),定义函数F1,F2:ℝ3+→ℝ+如下:

F1(t1,t2,t3)=φ(max{t1,t2,t3}),F2(t1,t2,t3)= max{φ(t1),φ(t2),φ(t3)}
则F1,F2∈Aφ。事实上,如果u≤F1(v,v,u)或u≤F1(v,u,v)或u≤F1(u,v,v)成立,有u≤φ(max{v,u})<
max{v,u}⇒u<v,于是有u≤φ(max{v,u})=φ(v),即F1 满足(A-1)。因此,F1∈Aφ。类似可证F2∈Aφ。

例2 设φ∈(Φ0)或(Φ),定义函数F3,F4:ℝ3+→ℝ+如下:

F3(t1,t2,t3)=φ(λ1t1+λ2t2+λ3t3),F4(t1,t2,t3)=φ(λ1t1)+φ(λ2t2)+φ(λ3t3),其中λ1,λ2,λ3≥0,λ1+λ2+
λ3≤1,则F3,F4∈Aφ。事实上,如果u≤F3(v,v,u)或u≤F3(v,u,v)或u≤F3(u,v,v)成立,当u=0时,有u≤

φ(v)。如果u>0时,有u≤φ(λ1v+λ2v+λ3u)或u≤φ(λ1v+λ2u+λ3v)或u≤φ(λ1u+λ2v+λ3v),这意味着u<
λ1v+λ2v+λ3u或u<λ1v+λ2u+λ3v或u<λ1u+λ2v+λ3v,故u<v,因此有u≤φ(v),即F3∈Aφ。类似可证F3,

F4∈Aφ。
下面建立完备度量空间上满足实函数类Aφ 的自映射的公共不动点定理。
定理1 设(X,d)为完备度量空间,f,g:X→X 为自映射,φ∈(Φ0),如果满足:
(a)f,g有一个连续;
(b)存在F∈Aφ,对任意x,y∈X,有

d(f(x),g(y))≤F(d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y))) (1)
则f,g存在唯一的公共不动点。

证明 不妨设g连续。任取x0∈X,构造X 中点列 x{ }n 和 y{ }n 如下

xn=(fg)n(x0)=fg(xn-1),yn=g(fg)n-1(x0),n=1,2,…
显然,yn=g(xn-1),f(yn)=xn,gf(yn)=g(xn)=yn+1,n=1,2,…。

对yn+1,xn+1应用(1)式可得

d(xn+1,yn+1)=d(fg(xn),g(xn))≤F(d(g(xn),xn),d(g(xn),fg(xn)),d(xn,g(xn)))
注意到F∈Aφ,故有

d(xn+1,yn+1)≤φ(d(g(xn),xn)) (2)
对yn,xn 再应用(1)式可得

d(xn,g(xn))=d(f(yn),g(xn))=d(yn+1,xn)≤
F(d(yn,xn),d(yn,f(yn)),d(xn,g(xn)))=
F(d(yn,f(yn)),d(yn,f(yn)),d(xn,g(xn)))

注意到F∈Aφ,故有

d(xn,g(xn))=d(yn+1,xn)≤φ(d(yn,f(yn)))=φ(d(yn,xn)) (3)
利用(2),(3)式及φ的不减性,不难得到d(xn+1,yn+1)≤φ2(d(xn,yn))。据归纳法可得,对任意n∈ℕ有

d(xn+1,yn+1)≤φ2n(d(x1,y1))=φ2n(d(x1,g(x0))) (4)
同样的,再据归纳法及(3),(4)式可得,对任意n∈ℕ有

d(yn+1,xn)≤φ2n-1(d(x1,y1))=φ2n-1(d(x1,g(x0))) (5)
于是,据(4),(5)式及φ的不减性可知,当n≥2时,有

d(xn+1,xn)≤d(xn+1,yn+1)+d(yn+1,xn)≤

φ2n(d(x1,g(x0)))+φ2n-1(d(x1,g(x0)))≤
2φ2n-1(d(x1,g(x0)))

又由于φ∈(Φ0),不难得到,对任意的n,m∈ℕ有

d(xn,xn+m)≤d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+…+d(xn+m-1,xn+m)≤2φ2n-1(d(x1,g(x0)))+
2φ2

(n+1)-1(d(x1,g(x0)))+…+2φ2
(n+m-1)-1(d(x1,g(x0)))≤

∑
2(n+m-1)-1

i=2n-2
φi(d(x1,g(x0)))≤ ∑

¥

i=2n-2
φi(d(x1,g(x0)))→0(n→ ¥)

即 x{ }n 是X 中Cauchy列。设lim
n→¥

xn=x*∈X,而yn=g(xn-1),据g的连续性,令n→¥,则lim
n→¥

yn=y*=g(x*)。
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下面证明y*=x*。据φ∈(Φ0),对(4)式,令n→¥,则d(x*,y*)≤0,即y*=x*。故x*是g的不动点。
再证x*是f的不动点。据(1)式可得

d(f(x*),g(x*))=d(f(x*),x*)≤
F(d(x*,x*),d(x*,f(x*)),d(x*,g(x*)))=

F(0,d(x*,f(x*)),0)
注意到F∈Aφ,故有d(f(x*),x*)≤φ(0)=0⇒f(x*)=x*。因此,x*是f,g的公共不动点。

最后证明公共不动点的唯一性。如果x*是f的任一不动点,则据(1)式可得

d(x*,x*)=d(f(x*),g(x*))≤F(d(x*,x*),d(x*,f(x*)),d(x*,g(x*)))=F(d(x*,x*),0,0)
注意到F∈Aφ,故有d(x*,x*)≤φ(0)=0⇒x*=x*,即x*是f的唯一不动点。同理可证x*也是g的唯一不

动点。因此,x*是f,g唯一公共不动点。
例3 设X=[0,+¥),取

f(x)=

1
2
,x∈[0,2]

1
x
,x∈(2,+¥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

,g(y)=

1
2
,x∈[0,3]

1
x
,x∈(3,+¥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

再令φ(t)=
t
2
,F(t1,t2,t3)=φ(max{t1,t2,t3})。如果在X 中取通常的度量,则定理中条件除(b)外都满足,下

面只需验证定理的条件(b)成立。
事实上,可以分为4种情况讨论:

1)当x∈[0,2],y∈[0,3]时,有d(f(x),g(y))=0,不难验证条件(b)成立;

2)当x∈[0,2],y∈(3,+¥)时,有

d(f(x),g(y))= 1
2-

1
y <12<

4
3<

1
2 y-1y =12d

(y,g(y))≤

1
2 max

{d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y))};

3)当x∈(2,+¥),y∈[0,3]时,有

d(f(x),g(y))= 1
x-

1
2 <12<

3
4<

1
2 x-1x =12d

(x,f(x))≤12 max
{d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y))};

4)当x∈(2,+¥),y∈(3,+¥)时,有

d(f(x),g(y))= 1
x-

1
y <12<

4
3<

1
2 y-1y =12d

(y,g(y))≤12 max
{d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y))}

因此,定理1的条件成立。另外,显然有唯一的x=12
,满足fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =gæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =12

。

注2 在定理1中令φ(t)=ct(c∈(0,1)),则定理A的函数G2 可以推出定理1的函数F,但反之不成立。
事实上,取

φ(t)=

0, t=0
︙ ︙

1/(n+1)2, 1/n2≤t<1/(n-1)2

︙ ︙

1/32, 1/22≤t<1
1/22, t≥

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï 1

不难证明φ(t)∈(Φ0),再取F(t1,t2,t3)=φ(max{t1,t2,t3}),据例1可知F∈Aφ。然后,如果取w= 1
(n+1)2

,

1
n2=u=v=r

,显然有 1
(n+1)2=w≤φ(max{u,v,r})=

1
(n+1)2

,并且 1
(n+1)2=w< max{u,v,r}=1n2

对任意的

非零自然数成立,然而却不存在c∈(0,1),使得 1
(n+1)2≤

c
n2对任何非零自然数都成立,这说明定理1的函数类
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得到扩展。另外,通过例3,可以看出定理1去掉了定理A中函数f,g 都连续的要求,只需要其中一个连续即

可。也就是说,定理1推广了定理A。
推论1 设(X,d)为完备度量空间,f,g:X→X 为自映射,φ∈(Φ0),如果满足:
(a)f,g有一个连续;
(b)对任意x,y∈X,有

d(f(x),g(y))≤φ(d(x,y)) (6)
则f,g存在唯一的公共不动点。

证明 取例2中F3,且λ1=1,λ2=λ3=0,则F3=φ(t)∈Aφ,由定理1可知结论成立。 证毕

注3 推论1中取φ(t)=ct(c∈(0,1)),则是文献[5]中的定理2,且去掉了一个映射连续性要求。同时,如
果在推论1中取f=g,则是文献[8]中的主要结论;再取φ(t)=ct(c∈(0,1)),则是经典的Banach压缩映射原

理。
定理2 设(X,d)为完备度量空间,f:X→X 为连续映射,a>0,b,c≥0,a+b+c<1,如果对任意x,y∈X,

有

d(f(x),f(y))≤ad(x,y)+bd(x,f(x))+cd(y,f(y)) (7)
则f存在唯一不动点。

证明 令f=g,F(t1,t2,t3)=at1+bt2+ct3,φ(t)=kt(k=a+b+c∈(0,1)),则 F(t1,t2,t3)=

k a
kt1+

b
kt2+

c
kt

æ

è
ç

ö

ø
÷3 是例2的F3 的特殊情况。因此,由定理1可得定理2。 证毕

注4 令b=c,当a>0时,由3a+2b≤1,可得a+2b<1。所以定理2推广了文献[6]中Reich型压缩不动点

定理。
定理3 设(X,d)为完备度量空间,f,g:X→X 为两个连续映射,φ∈(Φ),如果满足:
(a)存在F∈Aφ,对任意x,y∈X,当x≠y或者f(x)≠g(y)时,有

d(f(x),g(y))≤F(d(x,y),d(x,f(x)),d(y,g(y))) (8)
(b)存在x0∈X 使{(fg)n(x0)}有一个聚点。

则f,g存在唯一的公共不动点。
证明 首先,构造X 中点列 x{ }n 和 y{ }n 如下:

xn=(fg)n(x0)=fg(xn-1),yn=g(fg)n-1(x0),n=1,2,…
显然,yn=g(xn-1),f(yn)=xn,gf(yn)=g(xn)=yn+1,n=1,2,…。不失一般性,可以假设对所有的n,xn≠yn,
否则,不难证明定理中公共不动点是存在的。事实上,如果存在n0,xn0=yn0

,于是由f(yn0
)=f(xn0

)=xn0
知xn0

是f的不动点,如果xn0≠g(xn0
),则据(8)式可得

d(xn0
,g(xn0

))≤F(d(xn0
,xn0
),d(xn0

,f(xn0
)),d(xn0

,g(xn0
)))=F(0,0,d(xn0

,g(xn0
)))

由F∈Aφ 有d(xn0
,g(xn0

))≤φ(0)=0,导致矛盾,即xn0
是g的不动点。

于是,由条件(b)可设x*为 x{ }n 的一个聚点,则存在 x{ }n 的子列 xn{ }
i

使得lim
i→¥

xni=x*。由g的连续性,令

lim
i→¥

g(xni
)=lim

i→¥
yni+1=g(x*)=y*,下证y*为g的不动点。

假设y*≠x*,由(8)式得

d(f(y*),g(x*))=d(f(y*),y*)≤F(d(y*,x*),d(y*,f(y*)),d(x*,g(x*)))=
F(d(y*,x*),d(y*,f(y*)),d(x*,y*))

注意到F∈Aφ,故有

d(f(y*),y*)≤φ(d(x*,y*))⇒d(f(y*),y*)<d(x*,y*) (9)
另一方面,由(8)式不难证得,{d(xn+1,yn+1)}是递减的。事实上,由(8)式可知

d(xn+1,yn+1)=d(fg(xn),g(xn))≤
F(d(g(xn),xn),d(g(xn),fg(xn)),d(xn,g(xn)))

注意到F∈Aφ,故有d(xn+1,yn+1)≤φ(d(xn,g(xn)))。对yn,xn 再应用(8)式可得

d(xn,g(xn))=d(f(yn),g(xn))=d(yn+1,xn)≤F(d(yn,xn),d(yn,f(yn)),d(xn,g(xn)))=
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F(d(yn,f(yn)),d(yn,f(yn)),d(xn,g(xn)))
注意到F∈Aφ,故有

d(xn,g(xn))=d(yn+1,xn)≤φ(d(yn,f(yn)))=φ(d(yn,xn))<d(yn,xn) (10)
利用上述结果及φ的不减性,不难得到

d(xn+1,yn+1)≤φ2(d(xn,yn))<d(xn,yn) (11)
所以{d(xn+1,yn+1)}是非负递减序列。故可设lim

n→¥
d(xn+1,yn+1)=ξ≥0。注意到(10)式,由d的连续性可得

lim
i→¥

d(yni+1
,xni
)=d(y*,x*)≤lim

i→¥
d(yni

,xni
)=ξ (12)

注意到{d(xni+1
,yni+1

)}是{d(xn+1,yn+1)}的子列及f,d的连续性,则有

d(f(y*),y*)=lim
i→¥

d(f(yni+1
),yni+1

)=lim
i→¥

d(xni+1
,yni+1

)=ξ (13)

由(12)和(13)式可知d(y*,x*)≤d(f(y*),y*),这与(9)式矛盾。因此,x*=y*,且y*为g的不动点。

y*也为f的不动点及f,g的公共不动点唯一性的证明,可以类似与定理1的证明,在此省略。
注5 定理3的条件与文献[5]中的推论2比较,函数类条件加强了,但是去掉了空间的紧性,因此,是一个

新的结论。
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CommonFixedPointTheoremofTwoSelf-mappingsonMetricSpaces

SONGMing-liang
(MathematicsandInformationTechnologySchool,JiangsuInstituteofEducation,Nanjing210013,China)

Abstract:Inthispaper,first,theconceptofanewclassofAφ-typerealfunctions,andsomeexamplesaregiven.Next,byusing
Aφ-typerealfunctions,somecommonfixedpointtheoremsfortwoself-mappingsoncompletemetricspacesareestablished.Forex-
ample,assume(X,d)isacompletemetricspace,fandgaretwoself-mappingsonX,forgiscontinuousandthereexistsF∈

Aφsuchthatd (f (x),g (y))≤F (d (x,y),d (x,f (x)),d (y,g (y)))forallx,y∈X,thenfandghaveaunique

commonfixedpointinX.Also,anexampleisgiven,whichshowthatourresultsunifyandgeneralizetheorems.

Keywords:completemetricspace;Aφ-typerealfunctions;commonfixedpoint
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