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Pachpatte离散不等式的一个推广
*

黄 裕 建

(广东轻工职业技术学院 经济系,广州510300)

摘要:本文主要研究了Pachpatte不等式的推广及其类似不等式,也就是经典的 Hilbert不等式的变式。通过引进-λ齐

次函数K(x,y)和两对共轭指数(p,q),(r,s),(1/p)+(1/p)=1,(1/r)+(1/s)=1,经过巧妙配方,再运用一些经典的不

等式(例如 Hölder不等式、Young不等式与Jensen不等式)技巧和一定的实分析方法来估算权函数,建立了一系列 Pach-
patte离散不等式的推广及类似形式,包括非负凸、次可乘的可测实值函数下的各种不等式.该结论综合运用了 Hilbert不

等式和Pachpatte不等式的推演技巧,将以前不含共轭指数或只含一对共轭指数的Pachpatte不等式推广到含两对共轭指

数与参量化的不等式,统一了部分已有文献的研究成果,使Pachpatte不等式的研究上升到一个更高的层次。作为应用,

对齐-λ次函数K(x,y)取了2个特殊的函数得到了一些有趣的不等式。
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1研究背景

1934年,D.Hilbert证明了如下经典的不等式[1]∑
n
∑
m

ambn

m+n≤π ∑
n
a2( )n

1/2

∑
n
b2( )n

1/2 ,这就是著名的

Hilbert不等式,此后大量工作如雨后春笋涌现。1998年,B.G.Pachpatte得到若干 Hilbert不等式的相似不等

式[2],设p≥1,q≥1,a{ }m ,b{ }n 为非负实数列,Am =∑
m

s=1aS 和Bn =∑
n

t=1bt。则

∑
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∑
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除非 a{ }m 或 b{ }n 恒为0,其中Cp,q,k,( )r =12pq kr。

设 a{ }m ,b{ }n ,Am,Bn 如上所述,p{ }m 和 q{ }n 为正值数列,Pm =∑
m

s=1ps,Qn =∑
n

t=1qt,φ 和ψ 为定义在

R+=[0,¥)上的非负凸、次可乘的可测实值函数,则
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∑
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2 1/2

其中M(k,r)=12 ∑
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2 1/2
。这2个不等式称为Pachpatte不等式。随后,很多学

者对其进行广泛研究,其众多相关不等式见诸于各类文献中[3-8]。
本文主要目的是应用分析方法和不等式理论来建立更一般的Pachpatte离散不等式和相关不等式。作为应

用,考虑了某些特定情况下的不等式。

2主要结果

若实可测函数K(x,y)满足K(ux,uy)=u-λK(x,y),其中λ>0,u>0,(x,y)∈(0,¥)×(0,¥),则称K(x,y)
为-λ齐次函数。

* 收稿日期:2013-01-29  网络出版时间:2013-07-20 19:23
资助项目:广东省教育科学“十一五”规划资助项目 (No.2010tjkl37)

作者简介:黄裕建,女,副教授,硕士,研究方向为不等式及数学教育,E-mail:894327782@qq.com
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20130720.1923.201304.98_016.html



引理1 若r>1,1r+
1
w=1

,λ>0,K(x,y)(≥0)为-λ齐次函数,权函数w(λ,w,x),w(λ,r,y)定义为

w1(λ,w,x):=∫
¥

0
K(x,y)x

λ
r

y1-λ
w
dy,x∈(0,¥),w2(λ,r,y):=∫

¥

0
K(x,y)x

λ
w

y1-λ
r
dx,y∈(0,¥),C(λ,r):=∫

¥

0
K(u,

1)u
λ
r-1du。

则有

w1(λ,w,x)=w2(λ,r,y)=C(λ,r) (1)

证明 作变换u=x
y
,则w1(λ,w,x)=∫
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y
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λ
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w

·-y2
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y =∫
¥

0
K(u,1)x

λ
r-1du=C(λ,r),

类似地,令u=x
y

得w2(λ,r,y)=∫
¥

0
K x

y
·y,æ

è
ç

ö

ø
÷y y

λ
w

x
y
·æ

è
ç

ö

ø
÷y
1-λ

r
·ydx

y =∫
¥

0
K(u,1)x

λ
r-1du=C(λ,r)。因此(1)式

正确。 证毕

引理2 设r>1,1r+
1
w=1

,λ>0,K(x,y)(≥0)为-λ齐次函数,K(x,y)1
x1-

λ
r
关于x 在(0,¥)上递减,

K(x,y)1
y1-

λ
w
关于y 在(0,¥)上递减,定义v1(λ,w,m)与v2(λ,r,n)为

v1(λ,w,m):=∑
¥

n=1
K(m,n)m

λ
r

n1-λ
w
,m∈N+,v2(λ,r,n):=∑

¥

m=1
K(m,n)m

λ
w

n1-λ
r
,n∈N+

则有

v1
(λ,ω,m)<Cλ,( )r ,v2λ,r,( )n <Cλ,( )r (2)

证明 由函数单调性和齐次性,注意到(1)式有v1
(λ,w,m)=∑

¥

n=1
K(m,n)m

λ
r

n1-λ
w
<∫

¥

0
K(m,y)m

λ
r

y1-λ
w
dy。令

t=y
m
,则v1(λ,w,m)<∫

¥

0
K(t,1)t

λ
r-1dt=C(λ,r)。类似地,v2(λ,r,n)<C(λ,r),于是(2)式正确。 证毕

定理3 设as≥0,bt≥0,Am = ∑
m

s=1as,Bn= ∑
n

t=1bt,α,β≥1,p,r>1,
1
p+

1
q=1

,1
r+

1
w=1

。若

K(x,y)≥0为-λ齐次可测函数,权函数C(λ,r)=∫
¥

0
K(u,1)u

λ
r-1du为依赖于λ,r的正数,Kλ(x,y) 1x1-λ/r

关于x

在(0,¥)上递减,Kλ(x,y) 1y1-λ/w
关于y 在(0,¥)上递减,则

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

K(m,n)Aα
mBβ

n

m+n ≤αβ
2C
(λ,r)∑

¥

m=1
mP 1-λ( )r -1A

~
p{ }m

1/p
× ∑

¥

n=1
nq 1-λ( )w -1B

~
q{ }n

1/q

除非 a{ }m 或 b{ }n 恒为0。其中A
~

m = ∑
m

s=1
(asAα-1

s ){ }2
1/2

和B
~

n = ∑
n

t=1
(btBβ-1

t ){ }2
1/2 。

证明 由不等式[9] ∑
n

m=1
z( )m

α
≤α∑

n

m=1
zm ∑

m

k=1
z( )k

α-1,其中a≥1为常数,zm≥0(m=1,2,…),易知 Aα
m ≤

α∑
m

s=1
asAα-1

s ,m=1,2,…,Bβ
n≤β∑

n

t=1
btBβ-1

t ,n=1,2,…,对上2式应用Hölder不等式和Young不等式:ab≤a
P

p+

bq

q
,其中a≥0,b≥0,p>1,1p+

1
q=1

,得

Aα
mBβ

n ≤αβ ∑
m

s=1
asAα-1( )s ∑

n

t=1
btBβ-1( )t ≤αβ mn ∑

m

s=1

(asAα-1
s ){ }2

1/2

∑
n

t=1

(btBβ-1
t ){ }2

1/2
≤

1
2αβ

(m+n)∑
m

s=1

(asAα-1
s ){ }2

1/2

∑
n

t=1

(btBβ-1
t ){ }2

1/2

记A
~

m = ∑
m

s=1

(asAα-1
s ){ }2

1/2,B
~

n = ∑
n

t=1

(btBβ-1
t ){ }2

1/2 。

由Hölder不等式,注意到引理2,有
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∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

K(m,n)Aα
mBβ

n

m+n ≤αβ
2∑

¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)A

~

mB
~

n =αβ
2∑

¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)A

~

m
m 1-λ( )r /q

n 1-λ( )ω /
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B
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n
n 1-λ( )ω /p

m 1-λ( )r /
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ê
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αβ
2 ∑

¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)A

~
p
m
m(p-1)1-λ( )r

n 1-λ( ){ }ω

1/p

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)B

~
q
n
n(q-1)1-λ( )ω

m 1-λ( ){ }r

1/q

=

αβ
2 ∑

¥

m=1
v1(λ,w,m)mp 1-λ( )r -1A

~
p{ }m

1/p ∑
¥

n=1
v2(λ,r,n)nq 1-λ( )w

-1
B
~
q{ }n

1/q
<

αβ
2C
(λ,r)∑

¥

m=1
mp 1-λ( )r -1A

~
p{ }m

1/p ∑
¥

n=1
nq 1-λ( )w -1B

~
q{ }n

1/q 证毕

定理4 若pi,qi,{am},{bn},Am,Bn 和K x,( )y 如上定理所述,p{ }m 和 q{ }n 为正值数列,Pm = ∑
m

s=1ps,Qn =

∑
n

t=1qt,φ和ψ 为定义在R+=[0,¥)上的非负凸、次可乘的可测实值函数,则

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

K(m,n)φ(Am)ψ(Bn)
m+n ≤ 12C

(λ,r)∑
¥

m=1
mp 1-λ( )r -1φ2(m{ })

1/p ∑
¥

n=1
nq 1-λ( )w -1ψ2(n{ })

1/q

其中φ1(m)=φ(Pm)
Pm ∑

m

s=1 psφ
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ø
÷
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2 1/2
,ψ1(n)=ψ(Qn)

Qn ∑
m

t=1 qtψ
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ø
÷
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2 1/2
。

证明 由定理4的假设,应用Jensen不等式和Hölder不等式,易知

φ(Am)=φ
Pm∑

m

s=1psas/ps

∑
m
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÷
÷
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∑
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∑
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÷

s
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ø
÷
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s
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m ∑
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÷
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÷

2 1/2

类似地,ψ(Bn)≤φ(Qn)
Qn

n ∑
n

t=1
qtψ

bt

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

é
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êê
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û
úú

t
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2 1/2
,应用Young不等式,有

φ(Am)ψ(Bn)≤m+n
2

φ(Pm)
Pm ∑

m

s=1
psφ
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è
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ö

ø
÷
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úú
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2 1/2ψ(Qn)
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ø
÷
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(3)

记φ1(m)=φ(Pm)
Pm ∑

m

s=1
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p
æ
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ç
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ø
÷
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úú
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2 1/2
,ψ1(n)=ψ(Qn)

Qn ∑
n
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q
æ
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ö

ø
÷
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úú

t
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。

(3)式两边乘以K(m,n)/(m+n),关于m,n求和,应用Hölder不等式和引理2,有

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

K(m,n)φ(Am)ψ(Bn)
m+n ≤ 12∑

¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)φ1(m)ψ1(n)=

αβ
2∑

¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)φ1(m)

m 1-λ( )r /q

n 1-λ( )w /
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úp ψ1(n)

n 1-λ( )w /p

m 1-λ( )r /
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úq ≤

1
2 ∑

¥

m=1
v1(λ,w,m)mp 1-λ( )r -1φ2(m{ })

1/p ∑
¥

n=1
v2(λ,r,n)nq 1-λ( )w -1ψ2(n{ })

1/q
<

1
2C
(λ,r)∑

¥

m=1
mp 1-λ( )r -1φ2(m{ })

1/p ∑
¥

n=1
nq 1-λ( )w -1ψ2(n{ })

1/q
=

1
2C
(λ,r)∑

¥

m=1
mp 1-λ( )r -1φ2(m{ })

1/p ∑
¥

n=1
nq 1-λ( )w -1ψ2(n{ })

1/q 证毕

定理5 设pi,qi,{am},{bn}和K(x,y)如定理3所述,Am = 1
m∑

m

s=1as,Bn = 1
n∑

n

t=1bt,φ和ψ为定义在R+=

[0,¥)上的非负凸、次可乘的可测实值函数,则

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

mn
m+n

·K(m,n)φ(Am)ψ(Bn)≤ 12C
(λ,r)∑

¥

m=1
mP 1-λ( )r -1φ

~P(m{ })
1/p ∑

¥

n=1
nq 1-λ( )w -1ψ

~q(n{ })
1/q

其中φ
~(m)= ∑

m

s=1
[(φ(as)]{ }2

1/2
和ψ

~(n)= ∑
n

t=1
[ψ(bt)]{ }2

1/2 。

证明 由假设,应用Jensen不等式和Hölder不等式,得

φ(Am)=φ
1
m∑

m

s=1
aæ

è
ç

ö

ø
÷s ≤ 1m∑

m

s=1

[φ(as)]≤ 1m
·m

1/2

∑
m

s=1

[φ(as)]{ }2
1/2
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类似地,ψ(Bn)≤ 1n
·n

1/2

∑
n

t=1

[ψ(bt)]{ }2
1/2 。应用Young不等式,得

φ(Am)ψ(Bn)≤m+n
2mn ∑

m

s=1

[φ(as)]{ }2
1/2

∑
n

t=1

[ψ(bt)]{ }2
1/2 (4)

记φ
~(m)= ∑

m

s=1

[φ(as)]{ }2
1/2,ψ

~(n)= ∑
n

t=1

[ψ(bt)]{ }2
1/2。

(4)式两边乘以K(m,n)/(m+n),关于m,n求和,由Hölder不等式和引理2,得

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

mn
m+n

·K(m,n)φ(Am)ψ(Bn)≤ 12∑
¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)∑

m

s=1

[φ(as)]{ }2
1/2

∑
n

t=1

[ψ(bt)]{ }2
1/2
≤

1
2∑

¥

m=1
∑

¥

n=1
K(m,n)φ

~(m)ψ
~(n)≤ 12 ∑

¥

m=1
v1(λ,w,m)mP 1-λ( )r -1φ

~p(m{ })
1/p ∑

¥

n=1
v2(λ,r,n)nq 1-λ( )w -1ψ

~q(n{ })
1/q
<

1
2C
(λ,r)∑

¥

m=1
mp 1-λ( )r -1φ

~P(m{ })
1/p ∑

¥

n=1
nq 1-λ( )w -1ψ

~q(n{ })
1/q 证毕

定理6 若pi,qi,{am},{bn},{pm},{qn},Pm,Qn 和K(x,y)如定理4所述,Am = 1
Pm∑

m

s=1psas,Bn =

1
Qn∑

n

t=1qtbt,φ,ψ为定义在R+=[0,¥)上的非负凸、次可乘的可测实值函数,则

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

K(m,n)PmQnφ(Am)ψ(Bn)
m+n ≤ 12C

(λ,r)∑
¥

m=1
mp 1-λ( )r -1φp

2(m( })
1/p ∑

¥

n=1
nq 1-λ( )w -1ψq

2(n{ })
1/q

其中φ2(m)= ∑
m

s=1
(psφ(as[ ]){ }

2 1/2
和ψ2(n)= ∑

n

t=1
[qtψ(bt)]( }2

1/2。

证明 由假设,应用Jensen不等式和Hölder,不等式,得

φ(Am)=φ
1
pm∑

m

s=1
psaæ

è
ç

ö

ø
÷s ≤ 1

Pm∑
m

s=1
psφ(as[ ])≤ 1

Pm
.m ∑

m

s=1
φ(psas[ ]){ }2

1/2

类似地,ψ(Bn)≤ 1Qn
· n ∑

n

t=1

[qtψ(bt)]{ }2
1/2。

应用Young不等式,得φ(Am)ψ(Bn)≤ 1
PmQn

m+n
2 ∑

m

s=1
psφ(as[ ]){ }2

1/2

∑
n

t=1
qtψ(bt[ ]){ }

2 1/2。记φ2(m)=

∑
m

s=1
psφ(as[ ]){ }2

1/2,ψ2(t)= ∑
n

t=1
qtψ(bt[ ]){ }

2 1/2,余下的证明类似于定理3,从略。 证毕

3一些应用的例子

推论1 若α=β=1,p,r>1,1p+1q=1,1r+1w=1,μ>0,0<λ≤minr,{ }w ,K(x,y)= 1
(xμ +yμ)λ/μ,

am ≥0,bn ≥0,Am =∑
m

s=1as,Bn =∑
n

t=1bt,则

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

AmBn

(m+n)(mμnμ)λ/μ ≤
1
2μ

B λ
rμ
,λ
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ ∑
¥

m=1
mp 1-λ( )r -1A

~
p{ }m

1/p
× ∑

¥

n=1
nq 1-λ( )w -1B

~
q{ }n

1/q (5)

除非 a{ }m 或 b{ }n 恒为0,其中A
~

m = ∑
m

s=1a
2{ }s

1/2
和B

~

n = ∑
n

t=1b
2{ }t

1/2。特别地,令μ=λ=1,有

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

AmBn

(m+n)2 ≤
π

2sin(π/r)∑
¥

m=1
m

p
w-1A

~
p{ }m

1/p ∑
¥

n=1
n

q
r-1B

~
q{ }n

1/q (6)

证明 显然K(x,y)= 1
(xμ+yμ)λ/μ为 0,( )¥ × 0,( )¥ 上的-λ齐次非负可测函数,由定理3知,只要算得

C(λ,r):=∫
¥

0
K(u,1)u

λ
r-1du是仅与λ,r有关的正数即可,事实上,令v=uμ,则

C(λ,r)=∫
¥

0
K(u,1)u

λ
r-1du=∫

¥

0

1
(uμ +1)λ/μ

u
λ
r-1du=1

μ∫
¥

0

1
(v+1)λ/μ

v
λ
rμ-1dv=1

μ
B λ

rμ
,λ
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
可见(5)式成立。令μ=λ=1,得(6)式。 证毕

推论2 若α=β=1,p,r>1,
1
p+

1
q=1

,1
r+

1
w=1

,0<μ≤λ<min{r,w},K(x,y)=
1

(x+y)λ-μ(max{x,y})μ
,
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as≥0,bt≥0,Am=∑
rm

s=1as 和Bn =∑
n

t=1bt,则

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

AmBn

(m+n)1+λ-μ (max{m,n})μ ≤
1
2C
(λ,r)∑

¥

m=1
mp 1-λ( )r -1A

~
p{ }m

1/p
× ∑

¥

n=1
nq 1-λ( )w -1B

~
q{ }n

1/q (7)

除非 a{ }m 或b{ }n 恒为0,其中C(λ,r)=∑
¥

i=0

α-λæ

è
ç

ö

ø
÷

i
(λ+2i)rw

(λ+ri)(λ+wi)
,A

~

m = ∑
m

s=1a
2{ }s

1/2
和B

~

n= ∑
n

t=1b
2{ }t

2。

特别地,令α=λ=1,(7)式退化为

∑
¥

m=1
∑

¥

n=1

AmBn

(m+n)max{m,n}≤
rw
2 ∑

¥

m=1
m

p
w-1A

~
p{ }m

1/p ∑
¥

n=1
n

q
r-1B

~
q{ }n

1/q (8)

证明 显然K(x,y)= 1
(x+y)λ-μ(max{x,y})μ

是(0,¥)×(0,¥)上的-λ齐次非负可测函数,类似地,

C(λ,r)=∫
¥

0
K(u,1)u

λ
r-1du=∫

1

0
(u+1)μ-λ u

λ
r-1+u

λ
w-( )1 du=

∫
1

0∑
¥

i=0

μ-λæ

è
ç

ö

ø
÷

i
ui u

λ
r-1+u

λ
w-( )1 du=∑

¥

i=0

μ-λæ

è
ç

ö

ø
÷

i
(λ+2i)rw

(λ+ri)(λ+wi)
因此(7)式成立,令α=λ=1,得(8)式。 证毕
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GeneralizationsofPachpatte’sDiscreteInequality

HUANGYu-jian
(DepartmentofEconomy,GuangdongIndustryTechnicalCollege,Guangzhou510300,China)

Abstract:ThepresentpaperisdevotedtostudythePachpatte’sinequalityandthesimilarinequality,whichisthevariantofclassical
Hilbertinequality.ByintroducingthehomogeneousfunctionK(x,y)of-λdegreeandtwopairsofconjugateexponents(p,q),
(r,s),(1/p)+ (1/p)=1,(1/r)+ (1/s)=1,bytheproperidenticaltransformation,andthenusingtechniquesofseveral
classicalinequalities(e.g.Hölder’sinequality,Young’sinequalityandJensen’sinequality)andmethodsofrealanalysistoestimate
theweightfunction,aseriesofPachpatte’sdiscreteinequalitiesandsimilarformsareobtained,whichincludedavarietyofinequality
underthenon-negativeconvexsub-multiplicativemeasurablereal-valuedfunction.Thisconclusionistheintegrateduseofthededuc-
tionofHilbert’sinequalityandPachpatte’sinequality,puttingnon-conjugatedexponentsoronlyonepairofconjugateexponentsof
Pachpatte’sinequalitypreviouslyintotheinequalityoftwopairsofconjugateexponentsandmulti-parameter,whichunifiedthere-
searchofsomeliterature,thismakesthestudyofPachpatte’sinequalitytorisetoahigherlevel.Asapplications,wetaketwospe-
cialfunctionsofthehomogeneousfunctionK(x,y),andsomeinterestinginequalitiesaregiven.
Keywords:Hölder’sinequality;Young’sinequality;Jensen’sinequality.
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