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时间相关的单机排序的最坏竞争比分析
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摘要:本文研究了工件的加工时间具有开工时间和加工所在位置相关的单机排序问题。工件的加工时间是序列中加工所

在的位置和开工时间的非增函数,目标函数为最小化的误工工件个数和最小化总误工。本文对于所研究的2个目标函数

利用 Moore-Hodgson算法和EDD规则分别提出的启发式算法,对于目标函数位误工工件个数情形给出了最坏竞争比近

似于2,最小化总误工给出非常数的最坏竞争比。进一步如果工件的加工时间和工期具有一致关系,分别给出了2个多

项式时间算法。
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时间相关的排序问题在钢铁工业、港口布置、机场跑道、塑料工业和医疗领域都有着非常广泛的应用背景。
已经吸引着越来越多的学者去关注这类问题的研究。RachaniotisandPappis[1]指出当火情发生时,开始努力救

火的时间推迟会引起控制火势蔓延的时间和努力大大增加。为了使森林火情在一个特定的时间界限内被控制,
对于调配可用的消防资源,作者提出几个需求覆盖模型。这个问题的处理就用到了退化的概念,即时间相关的

模型,也就是随着火情控制的延长,扑灭大火的时间和效率就会增加。一般来说有关时间相关的排序模型分为2
种类型:一是工件的加工时间是增函数,另一种是减函数。Gawiejnowicz[2]在最近的一本书《Time-dependent
Scheduling》中对这2种类型做了详细论述。

BrowneandYechiali[3]考虑了工件的加工时间非常数的单机排序模型,工件Jj 的实际加工时间是开工时间

的线性增函数:pi(t)=ai+bit。目标函数为最小化时间表长,按照ai

bi
的非增顺序可以得到最优序。Mosheiov[4-5]

研究了目标函数包括时间表长、总完工时间、总权完工时间、总误工、最大延迟和误工工件个数。当ai=0时所有

的问题都给出了多项式时间算法。ChengandDing[6]考虑了工件的退化加工时间是开始时间的一个分段函数。
他们证明总完工时间问题,即使退化率相同时,也是NP-难的,进而提出一个拟多项式时间算法。

最近 Wang[7]研究了一个非线性的退化模型,工件的实际加工时间是开工时间的非线性函数。对于时间表

长问题给出了多项式时间算法。除了非减的时间相关的排序模型以外,另一类就是加工时间为非增函数的时间

相关的排序模型。WangandXia[8]考虑递减的线性退化模型,对于最小化时间表长和误工工件个数以及最大延

迟给出了最优算法。Ho等[9]研究时间相关的排序模型,工件Jj 的实际加工时间分为:pj(t)=aj-bjt,其中bj

为时间相关的递减的退化率。Ng等[10]考虑3个线性递减的时间相关的排序模型,目标函数为总完工时间。分

别给出了多项式时间算法和利用动态规划的方法设计出拟多项式时间算法。
由于具有很强的现实意义,退化和学习同时发生的模型也越来越引起学者的关注。Lee[11]首次考虑了退化

和学习效应同时发生的情形。提供了2种模型:一种是工件的实际加工时间表示为pjk(t)=αitka,另一种是工件

的实际加工时间表示为pjk(t)=(p0+αit)ka,其中工件Jj 排在序列的第k 个位置,αi,a和t分别表示工件Jj 的

退化率、学习率和开工时间。Yang和Kuo[12]研究了目标函数为时间表长、总完工时间和完工时间的总绝对差的

退化和学习效应排序模型。Zhang和Yan[13]考虑了时间和位置相关的单机排序问题,证明经典的SPT序规则
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对于时间表长和总完工时间仍是最优的,但是总加权完工时间、最大延迟和总权折扣完工时间3个问题经典的

排序算法无法得到最优序,而通过这些经典算法给出了这3类问题的最坏竞争比分析,如果工件的加工时间和

工期满足一致关系时给出了多项式时间算法。更多的有关学习和退化效应的排序问题参见文献[14-16]。
本文基于Zhang和Yan[13]指数相关的学习和退化模型,进而研究误工工件个数和总误工两类目标函数。本

文结构如下:第二节描述了研究的问题并给出相关引理。第三、四节分别考虑误工工件个数和总误工的排序模

型,最后给出一些结论。

1问题描述

考虑工件集合J={J1,J2,…,Jn},每个工件Jj 具有工期dj 和正常加工时间pj。工件Jj 排在序列第k 位

置加工,开工时间为t的实际加工时间为pjk(t)=pj(1-βt)αk-1,其中α和β分别满足0<α≤1,0<β<1。为了保

证工件的加工时间为正数,则β(P-min
1≤j≤n

pj)<1。为了方便记P=∑
n

j=1
pj。在不引起混淆的情况下,Cj 表示序列

π上工件Jj 的完工时间,j=1,2,…,n。Cmax=max{Cj|j=1,2,…,n}表示时间表长,Cj,Ej,Lj,Uj 和Tj 分别表

示工件Jj 的完工时间、提前、延迟、误工工件的个数和误工。利用经典的三参数法[17]本文研究的内容可以表述

为:1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Uj;1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Tj。

引理1[13] 对于任意的工件序列π=[π(1),π(2),…,π(n)],如果第一个工件Jπ(1)的开工时间为t0,则工件

Jπ(j)(j=1,2,…,n)的完工时间为Cπ(j)(π)=t0∏
j

k=1

(1-βpπ(k)αk-1)+∑
j

k=1
pπ(k)αk-1∏

j

i=k+1

(1-βpπ(i)αi-1)。

引理2[13] 对于问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|Cmax,按照工件的正常加工时间pj 的非减顺序排列可以得到

问题的最优解(SPT)。

引理3[13] 对于问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Cj,按照工件的正常加工时间pj 的非减顺序排列可以

得到问题的最优解(SPT)。
定义1 如果ai≤aj⇒bi≤bj,则称aj 和bj 具有一致关系,记作(aj,bj)。

2问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Uj

很多人认为这个目标函数没有实际意义,是人造的。实际上,它通常用于监测和评价管理性能指标,即交货

准时的百分比。令工件集合J={J1,J2,…,Jn}表示工件集合,对于问题1||∑Uj,许多文献给出了算法最优

性不同的证明[18-20]。修订的 Moore-Hodgson算法叙述如下。
步骤1 置i=0,把J中的工件按照EDD序放进集合Ei 中,置Li=∅;
步骤2 如果在Ei 中没有工件或者没有误工工件,则算法终止,把Ei 中的工件放在Li 中的工件前面得到

的序列(Ei,Li)即是最优序列。否则记Ei 中的第一个误工工件为Jki
。

步骤3 在 Ei 中确定排在工件Jki
之前的工件包括工件Jki

的加工时间最长工件记为Jli
;置 Ei+1=

Ei\{Jli
},Li+1=Li∪{Jli

},i=i+1,转步骤2。
引理4[15] 误工问题的一个排序没有工件误工的充分必要条件是工件集合的EDD序没有工件误工。
引理特别指出如果序列中没有误工工件,则 EDD序也没有误工工件。然而对于当前研究的问题利用

Moore-Hodgson算法得到的序列不是最优序。
例 n=1,p1=1,p2=100,d1=91,d2=90,α=0.5和b=0.0005。EDD 序 下 的 目 标 函 数 值 为

∑Uj(EDD)=2。但是如果工件序列是π={J1,J2},则∑Uj(π)=0。因此EDD序不是最优序。

利用修订的 Moore-Hodgson算法作为启发式算法给出问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Uj 的最坏竞争

比分析。由于最优的误工工件个数可能是0,避免造成分母为零的现象出现,类似于 Kise等[21],Cheng和

Wang[22]的方法:对于任意的序列π修订的最坏竞争比为 ∑Uj(π)+n

∑Uj(π*)+n
,其中π*为最优序列。
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定理1 对于问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Uj,π*和π分别表示最优序列和修订的 Moore-Hodgson

得到的序列。如果第一个工件的开工时间为t0=0,则ρ1= ∑Uj(π)+n

∑Uj(π*)+n
≤2n-1

n
。

证明 考虑到∑Uj(π*)=0,仅仅证明∑Uj(π)≤n-1。假设d1≤d2≤…≤dn,最优的工件序列为{Ji1
,

Ji2
,…,Jin

},工件J1 排在第m(m≥1)个位置加工。接着得到pi1+pi2
(1-pi1

)α+…+pim 1-∑
m

j=1
pi( )j αm-1≤

dim
和pi1≤dim≤di1

。根据 Moore-Hodgson算法,如果当前已经排过的工件集合(Ei,Li),i≥1中Ei≠∅,则剩

余的没有安排的工件放在Ei 中,完成了定理1的证明。如果从剩余工件集合中连续的选择工件放入到Ei 中的

工件在工件Ji1
之前的工件是误工的,则从剩余工件集合中选择工件,可能是Ji1

。由于pi1≤di1
,则工件Ji1

在第

一个位置加工,并且工件Ji1
是提前完工的工件,进而有∑Uj(π)≤n-1。则得到∑Uj(π)+n≤2n-1,

∑Uj(π*)+n≥n,即ρ1= ∑Uj(π)+n

∑Uj(π*)+n
≤2n-1

n
。 证毕

接来下的定理证明如果工件的加工时间和工期满足一致关系(pj,dj),则 Moore-Hodgson算法仍是最优的。

定理2 对于问题1|pjr(t)=pj(1-βt)αr-1,(pj,dj)|∑Uj,按照 Moore-Hodgson算法得到的序列是最

优序列。
证明 假设p1≤p2≤…≤pn 和d1≤d2≤…≤dn。J表示工件集合 {J1,…,Jn}。设误工问题的最优解有m

个误工工件。当m=0时,误工问题的最优排序中没有误工工件,由引理4有J的EDD序中没有误工工件。下

面证明m≥1的情况,当i≤m-1时,Ei+1中一定有误工的工件。如果Ei+1中没有误工工件,那表明算法得到的

排序中误工工件的个数少于m 个,与误工问题最优解有m 个误工工件相矛盾。在实施i=m-1的步骤3后所

得到的是Em 和Lm,其中Em 中的工件是按照EDD排序,Lm 按照任意的顺序排在序列的最后。假设当前模型的

最优解π*=(E*,L*),其中E* 的工件按照EDD序排列,且L* 中有m 个误工工件,不妨设误工工件集合为

{Jl1
,Jl2
,…,Jlm

},以任意的次序排在E*的后面。下证E*中没有误工工件:根据适当的调整L*={Jq1
,Jq2
,…,

Jqm
}中m 个工件的序号后有qi≠l1,…,li-1,很显然qi≤ki 和pqi≤pli

。利用归纳法:当i=1时,Jk1
是工件集合

E1={J1,…,Jk1
}的第一个误工的工件,算法是把工件集合E1 中加工时间最长的工件Jl1

放进集合L1,得到排序

(E1,L1)。则工件集合E1\{Jl1
}的工件在排序(E1,L1)中没有误工工件。如果Jl1∈L

*,则l1=q1。若Jl1∉L
*,

则工件集合E1 中一定有一个工件是误工的,把这个工件记为Jq1
。假设i-1时成立,现在考虑对于i也成立。

Jki
是工件集合{J1,…,Jki

}\{Jl1
,…,Jli-1

}的第一个误工的工件,算法是把工件集合{J1,…,Jki
}\{Jl1

,…,Jli-1
}

中加工时间最长的工件Jli
放进集合Li,得到排序(Ei,Li)。则工件集合{J1,…,Jki

}\{Jl1
,…,Jli

}的工件在排序

(Ei,Li)中没有误工工件。如果li∈L*\{Jq1
,…,Jqm-1

},记qi=li。如果li∉L*\{Jq1
,…,Jqm-1

},由于Jki
是工件

集合{J1,…,Jki
}\{Jl1

,…,Jli-1
}的第一个误工的工件,且pq1≤pl1

,pq2≤pl2
,…,pqi-1≤pli-1

。Jki
也是工件集合

{J1,…,Jki
}\{Jq1

,…,Jqi-1
}的误工工件。因此有工件集合{J1,…,Jki

}\{Jq1
,…,Jqi-1

}一定有一个工件在L*\
{Jq1
,…,Jqm-1

},把其中的一个工件记为Jqi
。从而证明了1≤i≤m 成立。

工件集合J\{Jl1
,…,Jlm

}=({J1,…,Jkm
}\{Jl1

,…,Jlm
})∪{Jkm+1

,…,Jn}和工件集合J\{Jq1
,…,Jqm

}=
({J1,…,Jkm

}\{Jq1
,…,Jqm

})∪{Jkm+1
,…,Jn}。上述2个工件集合根据EDD序就是Em 和E*。因而在Em 和

E*中都有工件Jkm+1
,并且工件Jkm+1

之后的工件都相同。根据算法{J1,…,Jkm
}\{Jl1

,…,Jlm
}在排列(Em,Lm)

中的工件都不误工。因此在Em 中位于工件Jkm+1
之前的工件都不误工。工件Jkm+1

之后的工件在排列(Em,Lm)
中的完工时间比最优序列(E*,L*)中的完工时间提前。由于E*中的工件都不误工,所以工件Jkm+1

之后的工件

也都不误工。因此Em 中的工件都不误工。 证毕

3问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Tj

接下来考虑另一个与工期相关的目标函数值:总误工∑Tj。由于1||∑Tj 是NP难的,则问题1|pjk(t)=

pj(1-βt)αk-1|∑Tj 也是NP-难的。利用EDD规则作为启发式算法给出问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|
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∑Tj 的最坏竞争比分析。由于最优的总误工可能是0,避免造成分母为零的现象出现,采用 Kiseetal.[21],

Cheng和 Wang[22]的方法:对于任意的序列π修订的最坏竞争比为 ∑Tj(π)+ndmax

∑Tj(π*)+ndmax

,其中π*为最优序列,且

dmax=max{dj|j=1,…,n}。

定理3 对于问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1|∑Tj,序列中第一个工件的开工时间为t0=0,对于最优序列

π*和EDD序所得到的序列π作为启发式算法的最坏竞争比为ρ2= ∑Tj(π)+ndmax

∑Tj(π*)+ndmax
≤ nP

∑Cj(π*)
,其中

∑Cj(π*)是最优序列π*下的总完工时间。

证明 假设d1≤…≤dn 和π={J1,…,Jn}。由于0<α≤1和b(P-pmin)<1,则有

∑Tj(π)=∑
n

j=1
max∑

j

i=1
piαi-1∏

j

l=i+1

(1-βplαl-1)-dj,{ }0 ≤∑
n

j=1
max∑

j

i=1
pi-dj,{ }0

令π*={J[1],…,J[n]}是最优序列,则

∑Tj(π*)=∑
n

j=1
max ∑

j

i=1
p[i]αi-1∏

j

l=i+1

(1-βp[l]αl-1)-d[j],{ }0 =

∑
n

j=1
max ∑

j

i=1
p[i]-∑

j

i=1
p[i]+∑

j

i=1
p[i]αi-1∏

j

l=i+1

(1-βp[l]αl-1)-d[j],{ }0 ≥

∑
n

j=1
max∑

j

i=1
p[i]-d[j],{ }0 -∑

n

j=1
∑
j

i=1
pi+∑

n

j=1
∑
j

i=1
p[i]αi-1∏

j

l=i+1

(1-βp[l]αl-1)≥

∑
n

j=1
max∑

j

i=1
p[i]-d[j],{ }0 -∑

n

j=1
∑
j

i=1
pi+∑

n

j=1
Cj(π*)≥

∑
n

j=1
max∑

j

i=1
p[i]-d[j],{ }0 -n∑

n

j=1
pj+∑

n

j=1
Cj(π*)=∑

n

j=1
max∑

j

i=1
p[i]-d[j],{ }0 -nP+∑

n

j=1
Cj(π*)

其中∑Cj(π*)是最优序列下的总完工时间。

进一步可以得到∑Tj(π)-∑Tj(π*)≤nP-∑
n

j=1
Cj(π*)。如果nP ≥∑

n

j=1
Cj(π*),且

∑Tj(π*)=∑
n

j=1
max∑

j

i=1
p[i]-d[j],{ }0 -nP+∑

n

j=1
Cj(π*)≥∑

n

j=1
max∑

j

i=1
p[i{ }] -ndmax-nP+∑

n

j=1
Cj(π*)≥

nP-ndmax-nP+∑
n

j=1
Cj(π*)=-ndmax+∑

n

j=1
Cj(π*)

则有

ρ2= ∑Tj(π)+ndmax

∑Tj(π*)+ndmax
=∑Tj(π)+∑Tj(π*)-∑Tj(π*)+ndmax

∑Tj(π*)+ndmax
≤

1+
n∑

n

j=1
pj-∑

n

j=1
Cj(π*)

∑Cj(π*)
= nP

∑Cj(π*)

如果nP <∑
n

j=1
Cj(π*),则

ρ2= ∑Tj(π)+ndmax

∑Tj(π*)+ndmax
≤∑Tj(π)+∑Tj(π*)-∑Tj(π*)+ndmax

∑Tj(π*)+ndmax
≤

1+
n∑

n

j=1
pj-∑

n

j=1
Cj(π*)

n∑
n

j=1
pj-∑

n

j=1
Cj(π*)+∑Cj(π*)

= nP

∑Cj(π*)
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进而得到ρ2≤
nP

∑Cj(π*)
。但是如果α→0和β→0时,则ρ2≤ ∑npj

∑(n-j+1)pj

不能趋近于1,因此这个界不是

紧的。 证毕

接下来证明如果工件的加工时间和工期满足一致关系时,EDD序得到问题的最优序列。

定理4 对于问题1|pjk(t)=pj(1-βt)αk-1,(pj,dj)|∑Tj,按照工件工期dj 的非减顺序(EDD)得到的

序列为最优序列。
证明 令EDD序规则生成的序列为π。在序列π下工件Ji 和Jj 的误工为Ti(π)=max{Ci(π)-di,0}和

Tj(π)=max{Cj(π)-dj,0}。把序列π中的工件Ji 和Jj 交换加工位置后得到新的序列π′。则在序列π′下工件

Ji 和Jj 的误工为Ti(π′)=max{Ci(π′)-di,0}和Tj(π′)=max{Cj(π′)-dj,0}。假设pi≤pj,则有di≤dj。根

据引理2和引理3,分下列3种情况进行讨论。
情形1:序列π′中工件Ji 和Jj 是提前的,注意到pi≤pj⇒di≤dj,则有Cj(π′)≤Ci(π′)≤di≤dj。
情形2:序列π′中工件Ji 和Jj 是误工的,则Tj(π′)+Ti(π′)=Cj(π′)-dj+Ci(π′)-di。

Tj(π)+Ti(π)=max{Cj(π)-dj,0}+max{Ci(π)-di,0}≤
max{Ci(π′)-dj,0}+max{Cj(π′)-di,0}≤Ci(π′)-dj+Cj(π′)-di=Tj(π′)+Ti(π′)

情形3:序列π′中工件Ji 和Jj 其中一个是误工的,另一个是提前的,则在序列π′中工件Ji 是误工的,工件

Jj 是提前的,即Tj(π′)+Ti(π′)=Ci(π′)-di。接下来对于序列π中的工件Ji 和Jj 分3个子情况讨论。

1)若Ji 和Jj 都是提前的,显然结论是成立的。

2)若Ji 和Jj 都是误工的,则

Tj(π)+Ti(π)-Tj(π′)+Ti(π′)=Cj(π)-dj+Ci(π)-di-(Ci(π′)-di)≤
Cj(π)-Ci(π′)+Ci(π)-dj≤Ci(π)-dj≤Cj(π′)-dj≤0

3)若工件Ji 和Jj 之一是误工的,另一个是提前的。则有:A)工件Ji是误工的,工件Jj 是提前的。则

Tj(π)+Ti(π)-Tj(π′)+Ti(π′)=Ci(π)-di-(Ci(π′)-di)≤
Ci(π)-Ci(π′)≤Cj(π′)-Ci(π′)≤0

B)工件Jj 是误工的,工件Ji 是提前的,则

Tj(π)+Ti(π)-Tj(π′)+Ti(π′)=Cj(π)-dj-(Ci(π′)-di)≤
Cj(π)-Ci(π′)+di-dj≤Cj(π)-Ci(π′)-dj≤0

综合上述情形证明该定理是正确的。 证毕

4结论

本文研究时间和位置相关的单机排序问题,工件的实际加工时间为开始加工的时间和加工所在位置的非增

函数。经典的 Moore-Hodgson算法和EDD序算法不能得到误工工件个数和总误工的最优算法。本文利用这2
个算法作为启发式算法分别给出了问题的最坏竞争比分析。通过引入特殊的情况,即工件的加工时间和工期满

足一致关系,证明了 Moore-Hodgson算法和EDD序算法为误工工件个数和总误工的多形式时间算法。由于给

出的最坏算法的下界不是紧的,所以进一步的研究方向是给出当前问题紧的最坏竞争比下界,或者提出一些拟

多式时间算法。
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TheWorst-casePerformanceRatiowithTime-dependentSingle-schedulingProblems

ZHANGXin-gong
(SchoolofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Thispaperaddressestwosingle-machineschedulingproblemswithtime-and-position-dependentprocessingtimes.The

processingtimeofajobisnon-increasingfunctionofitsstartingtimeanditspositioninthesequence.Theobjectiveistominimize
thenumberofthetardyjobsandthetotaltardiness.WepresentheuristicsequencingrulesbyMoore-HodgsonalgorithmorEDD
ruleandanalyzetheirworst-caseboundsforperformanceratios.Wealsoshowthattheseheuristicrulescanbeoptimalundersome
agreeableconditionsbetweenthenormalprocessingtimesandjobduedates.
Keywords:scheduling;time-dependentscheduling;worst-caseperformanceratios;polynomialtimealgorithm
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