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显拟凹函数的一个新性质
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摘要:显拟凹函数在非线性规划问题中起着重要的作用。在已有文献基础上给出了显拟凹函数的一个新性质:设 X⊆Rn

是凸集,g:X→R是显拟凹函数,如果对∀y1,y2,…,yn∈X,满足g(yj)>min
i≠j

g(yi),那么对∀λi>0(i=1,…,n),∑
n

i=1
λi =1,

有g ∑
n

i=1
λiy( )i > min

i=1,…n
g(yi)。本文的结果推广了已有的结论。
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凸(凹)函数及广义凸(凹)函数在数理经济、工程和最优化理论等方面发挥着举足轻重的作用,因此对凸

(凹)性及广义凸(凹)性的研究是数学规划中最重要的内容之一。1979年,Bazaraa和Shetty在文献[1]中介绍

了一类重要的广义凸(凹)函数———拟凸(凹)函数,并在此基础上定义了半严格拟凸(凹)函数和严格拟凸(凹)函
数,讨论了它们之间的关系。随后,不少学者对拟凸(凹)函数作了更深入的研究[2-7]。

显拟凹函数作为一类特殊的拟凹函数,是1981年由Schaible和Ziemba在文献[8]中提出来的。接着,文献

[9-10]分别给出了刻划显拟凹函数特征的一些很好的性质;文献[11]考虑了目标函数为显拟凹函数时,多目标优

化问题中弱有效解的一个特征;文献[12]提出了显拟凹函数的一个性质,并利用这个性质简化了文献[11]中关

于弱有效解特征的证明过程。本文在文献[12]的基础上,给出了显拟凹函数的一个新性质,该性质是文献[12]
中提出的显拟凹函数性质的推广。

1基本概念

定义1[1] 设X⊆Rn 是凸集,g是定义在X 上的实值函数,如果对∀x,y∈X,∀λ∈ 0,[ ]1 ,有

g(λy+(1-λ)x)≥min{g(x),g(y)}
则称函数g是X 上的拟凹函数。

定义2[1] 设X⊆Rn 是凸集,g是定义在X 上的实值函数,如果对∀x,y∈X,g(x)≠g(y),有

g(λy+(1-λ)x)>min{g(x),g(y)},∀λ∈(0,1)
则称函数g是X 上的半严格拟凹函数。

定义3[8] 若g是X 上的拟凹函数和半严格拟凹函数,则称g是X 上的显拟凹函数。

2主要结果

文献[12]给出了显拟凹函数的如下性质:设 X⊆Rn 是凸集,g:X→R是显拟凹函数,如果对∀y1,y2,…,

yn∈X,满足g(yj)>min
i≠j

g(yi),那么g 1
n∑

n

i=1
yæ

è
ç

ö

ø
÷i > min

i=1,…,n
g(yi)。

在上述性质中,1
n∑

n

i=1
yi 是y1,y2,…,yn 的一个特殊凸组合,下面证明对于一般的凸组合该结论仍成立。
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定理 设X⊆Rn 是凸集,g:X→R是显拟凹函数,如果对∀y1,y2,…,yn∈X,满足g(yj)>min
i≠j

g(yi),那么

对∀λi>0(i=1,…,n),∑
n

i=1
λi=1,有

g ∑
n

i=1
λiy( )i > min

i=1,…,n
g(yi) (1)

证明 令zn =∑
n

i=1
λiyi,zn-1=∑

i≠j

λi

1-λj
yi,1)如果yj=zn-1,则

zn =∑
n

i=1
λiyi=∑

i≠j
λiyi+λjyj=∑

i≠j
λiyi+λj∑

i≠j

λi

1-λj
yi= 1+ λj

1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
∑
i≠j

λiyi=∑
i≠j

λi

1-λj
yi=zn-1=yj

于是g(zn)=g(yj)>∑
i≠j
ming(yi)= ∑

i=1,…,n
ming(yi),即(1)式成立。

2)如果yj≠zn-1,则

zn =∑
n

i=1
λiyi=∑

i≠j
λiyi+λjyj=(1-λj)∑

i≠j

λi

1-λj
yi+λjyj=(1-λj)zn-1+λjyj

若g(yj)>g(zn-1),由于g是X 上显拟凹函数,故g既是X 上的拟凹函数,也是半严格拟凹函数。
由g是X 上半严格拟凹函数可知

g(zn)>min{g(zn-1),g(yj)}=g(zn-1) (2)
再由g是X 上拟凹函数及条件g(yj)>min

i≠j
g(yi)可知

g(zn-1)=g ∑
i≠j

λi

1-λj
yæ

è
ç

ö

ø
÷i ≥ min

i≠j
g(yi)= min

i=1,…,n
g(yi) (3)

因此由(2)、(3)式可推出g(zn)>min
i=1,…,n

g(yi),即(1)式成立。

若g(yj)≤g(zn-1),由zn=(1-λj)zn-1+λjyj 及g是X 上拟凹函数可知g(zn)≥min{g(zn-1),g(yj)}=
g(yj),再由g(yj)>min

i≠j
g(yi),可得g(zn)> min

i=1,…,n
g(yi),即(1)式成立。 证毕

注 定理中所刻划的显拟凹函数的性质对拟凹函数和半严格拟凹函数不一定成立。

例1 函数g(x)=
x2,x≤0
0,0<x<2
-x+2,x≥

ì

î

í

ï
ï

ïï 2

显然是拟凹函数,由于它不是半严格拟凹函数,故不是显拟凹函数。取

x1=-12
,x2=-14

,x3=1,λ1=λ2=14
,λ3=12

,有g(x1)>min g(x2),g(x3{ }),但是

g(λ1x1+λ2x2+λ3x3)=g 1
4× -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 +14× -æ
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ø
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1
4 +12
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÷×1 =g 5æ
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ø
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16 =0=min g(x1),g(x2),g(x3{ })

故定理中的结论不成立。

例2 函数g(x)=
1,x≠0
0,x{ =0

显然是半严格拟凹函数,由于它不是拟凹函数,故不是显拟凹函数。取x1=

-12
,x2=0,x3=12

,λ1=λ3=14
,λ0=12

,有g(x1)>min g(x2),g(x3{ }),但是

g(λ1x1+λ2x2+λ3x3)=g 1
4× -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 +12×0+

1
4×
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è
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ø
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1
2 =g(0)=0=min g(x1),g(x2),g(x3{ })

故定理中的结论也不成立。
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ANewPropertyofExplicitlyQuasiconcaveFunctions

YANLi-jia
(CollegeofMathematics,ChongqingNormalUniversity,Chongqing400047,China)

Abstract:Explicitlyquasiconcavefunctionsplayadominantroleinnonlinearprogrammingproblem.Basedontheearlierworks,the
followingresulthasbeenderivedinthispaper:Letg:X→Rbeexplicitlyquasiconcavefunction,whereX⊆Rnisconvex,iffor

anyy1,y2,…,yn∈X,g (yj)>min
i≠j

g (yi),thenforanyλi>0 (i=1,…,n),∑
n

i=1
λi =1,wehaveg ∑

n

i=1
λiy( )i >

min
i=1,…,n

g(yi).Thisresultgeneralizestheknownresult.

Keywords:quasiconcave;semistrictlyquasiconcave;explicitlyquasiconcave
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BiosolidsManagementStrategies:anEvaluationofEnergyProductionas
anAlternativetoLandApplication

MaureenEGAN
(UniversityCollege,UniversityofDenver,Denver,USA)

Abstract:Currently,morethanhalfofthebiosolidsproducedwithintheUSAarelandapplied.Landapplicationofbiosolidsintro-
ducesorganiccontaminantsintotheenvironment.Therearepotentialecologicalandhumanhealthrisksassociatedwithlandapplica-
tionofbiosolids.Biosolidsmaybeusedasarenewableenergysource.Nutrientsmayberecoveredfrombiosolidsusedforenergy
generationforuseasfertilizer.Theby-productsofbiosolidsenergygenerationmaybeusedbeneficiallyinconstructionmaterials.It
isrecommendedthatenergygenerationreplacelandapplicationastheleadingbiosolidsmanagementstrategy.
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