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一类具有时滞和领导者的二阶多智能体系统的一致性
*
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摘要:研究了一类具有时滞和领导者的二阶多智能体系统在静态和动态拓扑网络中的一致性。首先运用代数图论描述此

类多智能体系统的数学模型,然后借助于图的连通性质和平衡图代数性质,并结合Lyapunov泛函方法和矩阵不等式,得

到系统达到一致性的充分必要条件,即当系统的参数满足β
α >

γλ
2+

1
λ

,且时滞上界τ充分小时,在固定拓扑网络中领导

者结点r全局可达与系统一致是等价的。对于切换拓扑情形的多智能体系统一致性有类似结论。
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多智能体系统是由多个自主的智能体组成的集合,每个智能体为具有相似动力学行为的物理或者抽象的实

体,智能体之间通过信息交换,相互配合共同完成系统目标。多智能体系统具有自主性、分布性、协调性等特征,
拥有比单个智能体更高的智能性和更强的问题求解能力,因此它在无人机协调控制、多机器人编队控制、智能群

体群集运动、分布式传感器网络、多卫星姿态调整及通信网络拥塞控制等领域有着广泛应用。
一致性或趋同(Consensus)是多智能体系统研究的一个典型问题,也是一个基本性问题。所谓一致性是指

各个体的状态通过一定规则并相互作用最终达到一致。1995年,Vicsek等[1]用一些非常简单的数学方程描述

个体的动力学模型,用网络建立起个体之间的信息传递及一些简单的相互作用规则。通过计算机模拟仿真,发
现了整个群体出现行为上的一致性。Jadbabaie等[2]利用切换系统和随机矩阵理论进行了理论分析,研究了跟随

一个实际领导者的一群自由移动的多智能体系统达到一致的判别准则。随后,多智能体系统的一致性问题得到

广泛研究[3-6]。在实际应用中,信息之间的传递无法避免时延,在通信方面考虑时延效应是有必要的[7-10,13]。Ol-
fati-Saber等[7]考虑了定拓扑有向图、变拓扑有向图和具有通信时滞的定拓扑无向图3种情况,系统地提出并研

究了一阶多智能体系统的一致性问题。文献[10]主要研究一类二阶多智能体动力系统在有向拓扑网络中不含

时滞和带有时滞达到一致性的充要条件。另一方面,系统演化过程中,通常都具有一定目标或导航,即具有虚拟

或实际的“领导者”,因而具有领导者的多智能系统的一致性也受到关注。Hong等[11-12]首次给出动态领导者一

致性跟踪算法,对一阶智能体系统设计了分布式控制器和分布式“观测器”。在文献[13]中,他们还得到具有常

时滞和领导者的二阶智能系统达到一致的充要条件。
现有工作大多关注多智能体系统无领导者或没有考虑时滞因素,网络拓扑通常也假设是无向连通图,这种

假设把研究问题简单化和特殊化的同时,也失去了问题研究的一般性。本文针对具有领导者的二阶多智能体系

统,对网络为不变拓扑和变拓扑情形,通过设计新的控制增益使得系统达到一致,其中控制器允许智能体间通信

时延是时变的,网络拓扑是有向非对称的加权图。

1预备知识及模型描述

有向图G=(V,E,A)由一个有限结点集合V={1,2,…,n},一个有向边的集合E⊆V×V 和权重矩阵A 所

构成。eij=(i,j)∈E 叫做边,i称为边的起点,j称为边的终点,边的方向从i指向j,连接权值矩阵为A=[aij],
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且对于∀i∈I(I=1,2,…,n)有i≠j,aij=
eij>0,(vi,vj)∈E
0,{ 其他

,对于∀i∈I,aii=0。类似定义无向图,无向图是

由一个有限结点集合、一个无向边集合和权重矩阵构成的。无向边集合中,结点没有起点和终点之分,就是说,
(i,j)=(j,i)。因此,无向图是有向图的一种特殊情况。

一个结点i的入度和出度分别用degin(i)和degout(i)来表示,且degin(i)=∑
n

j=1
aji ,degout(i)=∑

n

j=1
aij 。D=

diag{deg(1),deg(2),…,deg(n)},D 称为G 的度矩阵。图G 中的结点i是平衡的当且仅当该结点的入度等于

出度,degin(i)=degout(i)。图G 是平衡图的充分必要条件是这个图中所有结点都是平衡的,即有degin(i)=
degout(i),i∈I。一个有向图G 是强连通的当且仅当图G 的任意的两个不同结点之间有一条有向路径。一个有

向图包含生成树,当且仅当它有一个根结点,从任意的其余结点出发,都存在路径可以到达这个根结点。权重图

的Laplacian矩阵定义为L=[lij],
lii= ∑

n

j=1,j≠i
aij,i=j

lij =-aij,i≠

ì

î

í

ï
ï

ïï j

。对于无向图,拉普拉斯矩阵是对称半正定的;而对于有

向图,该矩阵不具备这样的性质。
考虑n+1个智能体,其中假定智能体r被称之为领导者,其余的智能体作为跟随者跟随领导者运动即每个

跟随者的行为都受领导者的行为影响,智能体可以描述为1,2,…,n。领导者是独立的,其他的智能体之间有一

定的联系,位置和速度的变换相互影响。假设每个智能体都是有向图G 的一个节点。因此可以用图G 来描述智

能体之间的信息交互关系。研究领导者的以下问题,还需关注领导者r和跟随者组成的系统与关联图G。定义

一个对角线的矩阵C∈Rn×n是G的对角线元素相关联的领导者邻接矩阵ci,其中ci=air(i∈I)。
当网络拓扑为动态式,令σ:[0,¥)→RΓ={1,…,N1},N1 表示所有可能有向图的总数。令Γ={G1,…,GN1

}
是有限集合的图的一个常见的节点集合V。如果σ是一个恒定的函数,则对应的拓扑被固定。n个智能体在领

导者r带领下连续时间t内的运动系统类似于静态拓扑网络。
对于拓扑网络n个智能体在领导者r带领下连续时间t内的运动模型可以描述为

x·i(t)=vi

v·i(t)=ui,i=1,2,…,{ n
(1)

其中xi,vi,ui∈Rm 分别表示智能体i的位移、速度和输入控制,假设领导者的动力系统描述为

x·r(t)=vr

v·r(t)=ur
{ =0

(2)

设计智能体i的输入控制为接受其相邻智能体和领导者节点的位移和速度反馈为(参见文献[10])

ui(t)=α∑
n

j=1,j≠i
aij(xj(t)-xi(t))+β∑

n

j=1,j≠i
aij(vj(t)-vi(t))+ci(xr(t)-xi(t))+di(vr(t)-vi(t)) (3)

其中,α>0,β>0,γ=
α
β
,di=γci。

由于耦合智能体之间不能立刻得到来自其他相邻智能体和领导者传递的信息、处理信息,因此产生时滞效

应,本文进一步假设智能体之间的系统控制为

ui(t)=α∑
n

j=1,j≠i
aij(xj(t-τ(t))-xi(t-τ(t)))+β∑

n

j=1,j≠i
aij(vj(t-τ(t))-vi(t-τ(t)))+

ci(xr(t-τ(t))-xi(t-τ(t)))+di(vr(t)-vi(t)) (4)
其中时变时滞τ(t)是连续可微的函数且0≤τ(t)≤τ,且τ是一个正的常数。当跟随者智能体的状态满足:

lim
t→+¥

(xi(t)-xr(t))=0,lim
t→+¥

(vi(t)-vr(t))=0。称带有领导者的多智能体系统(1),(2),(4)式达到一致。

2主要结论

本节将给出固定拓扑和切换拓扑网络的系统(1)的一致性充要条件,首先研究固定拓扑网络情形。
不失一般性,取m=1,令X=(x1,x2,…,xn)T,V=(v1,v2,…,vn)T,U=(u1,u2,…,un)T,系统(1)可被重新
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写为
X
·
(t)=V

V
·
(t)={ U

(5)

令Xr(t)=(xr(t)T,xr(t)T,…,xr(t)T)T,Vr(t)=(vr(t)T,vr(t)T,…,vr(t)T)T,在控制系统(4)下的多智

能体系统(1)可改写为

X
·
(t)=V

V
·
(t)=-αLX(t-τ(t))-βLV(t-τ(t))+CXr(t-τ(t))-CX(t-τ(t)))+γC(Vr(t)-V(t{ ))

(6)

其中L为跟随多智能体的邻接矩阵为G,L=D-G,C=diag(c1,c2,…,cn),将(6)式整理得

X
·
(t)=V

V
·
(t)=-(αL+C)X(t-τ(t))-βLV(t-τ(t))+CXr(t-τ(t))+γC(Vr(t)-V(t{ ))

(7)

令x̂i(t)=xi(t)-xr(t),v̂i(t)=vi(t)-vr(t),即X̂(t)=X(t)-Xr(t),V̂(t)=V(t)-Vr(t)。根据Laplacian矩阵

性质,有(αL+C)X(t-τ(t))+CXr(t-τ(t))=(αL+C)X̂(t-τ(t)),LV(t-τ(t)=LV̂(t-τ(t),(7)式可写成

X̂
·

(t)=V̂

V̂
·

(t)=-(αL+C)X̂(t-τ(t))-βLV̂(t-τ(t))-γCV̂(t

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(8)

令 y(t)=(X̂(t)T,V̂ (t)T)T (9)
根据(8),(9)式,可重写成 y

·(t)=My(t)+Ny(t-τ(t)) (10)

其中M=
0 In

0 -γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

C
,N=

0 0
-H -β

æ

è
ç

ö

ø
÷

L
,H=αL+C。

为了获得系统一致性,需要下面的基本引理(矩阵L,H 如上定义)。

引理1(Schur补) 对下面的对称矩阵不等式
Q S
ST

æ

è
ç

ö

ø
÷

R
>0,其中Q 是r×r维的,Q=QT,R=RT 和下面的

条件是等价的:1)Q>0,R-STQ-1S>0;2)R>0,Q-STR-1S>0。
引理2[13] 矩阵 H=αL+C是正定的当且仅当领导者节点r在图G全局到达。
注1 如果领导者节点r全局可达,H 矩阵是正定的,存在一个正定矩阵P∈Rn×n使得PH+HTP=In,H=

αL+C,γ表示P 的最大特征值。

定理1 对于在控制(4)下的系统(1),如果  β
α>

γλ
2+

1
λ

(11)

且时滞上界τ充分小时,系统(1)达到一致即lim
t→¥

yi(t)=0当且仅当领导者结点在图G中全局可达。

证明(必要性) 由于领导者结点r在图G全局可达,则矩阵αL+C 是正定的。构造Lyapunov-Razumikhin

泛函V(y(t))=y(t)TΩy(t),其中Ω=
λP Pæ

è
ç

ö

ø
÷

P kP
是正定矩阵,其中λ>0,kλ>1。

由牛顿莱布尼兹公式得y(t-τ(t))=y(t)-∫
0

-τ(t)
y
·(t+s)ds=y(t)-∫

0

-τ(t)
(My(t+s)+Ny(t+s-τ(t)))ds=

y(t)-M∫
0

-τ(t)
y(t+s)ds-N∫

0

-τ(t)
y(t+s-τ(t))ds。因此时滞微分方程可以被重写为y

·(t)=Fy(t)-

NM∫
0

-τ(t)
y(t+s)ds-N2∫

0

-τ(t)
y(t+s-τ(t))ds,其中F=M+N=

0 I
-H -

æ

è
ç

ö

ø
÷

kH
,H=αL+C,k=β

α
。V
·
=

yT(MTΩ+ΩM)y+2yTΩNy(t-τ(t))=yT(F
T
Ω+ΩF)y-2yTΩNM∫

0

-τ(t)
y(t+s)ds-2yTΩN2∫

0

-τ(t)
y(t+s-

τ(t))ds。存在适当的正定矩阵Λ 使不等式2aTb≤aTΛa+bTΛ-1b成立。令a=-MTNTΩy,b=y(t+s),Λ=

Ω-1,有-2yTΩNM∫
0

-τ(t)
y(t+s)ds≤τyTΩNMΩ-1MTNTΩy+∫

0

-τ(t)
y(t+s)TΩy(t+s)ds。当a=-MTMTΩy,
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b=y(t+s-τ(t)),Λ=Ω-1,-2yTΩN2∫
0

-τ(t)
y(t+s)ds≤τyTΩN2Ω-1NTNTΩy+∫

0

-τ(t)
y(t+s-τ(t))TΩy(t+

s-τ(t))ds。取φ(s)=qs,常数q>1,使得V(y(t+θ)<qV(y(t),-2τ≤θ≤0有V
·
≤-y(t)TWy(t)+

by(t)T(ΩNMΩ-1+ΩN2Ω-1NTNTΩ+2qΩ)y(t)。其中,W=-(FTΩ+ΩF)=
I kI-λP

kI-λP k2I-2
æ

è
ç

ö

ø
÷

P
。

如果k满足(11)式,根据引理1,W 是正定的。令γ1 是W 的最小特征值,γ2 是正定阵ΩNMΩ-1MTNTΩ+

ΩN2Ω-1NTNTΩ+2qΩ 的最大特征值,则存在充分小τ使得τ<γ1γ2
。那么存在μ>0,使得V

·
(y(t))≤-μyT(t)y(t),

故V
·
(y(t))是负定的。根据Lyapunov-Razumikhin泛函定理系统(1)达到一致。
(充分性) 当τ充分小时,如果系统(1)是渐近稳定的,等价于(10)式是渐近稳定的,则矩阵F 的特征值具

有非负实部,蕴含矩阵 H 是正定的。根据引理2,得到领导者节点r在图G是全局可达节点。 证毕

注2 在(11)式中,选取λ= 2
γ
,则其右端取得最小值。因此,条件(11)式减弱为β

α> 2γ,定理1仍然成

立。当多智能体系统是切换拓扑时,类似于固定拓扑网络,获得其等价的切换拓扑系统

y
·(t)=Mσy(t)+Nσy(t-τ(t)) (12)

其中M=
0 In

0 -γC
æ

è
ç

ö

ø
÷

σ

,N=
0 0
-Hσ -βL

æ

è
ç

ö

ø
÷

σ

,Hσ=αLσ+Cσ。

引理3[13] 变换拓扑图为平衡图,矩阵Hσ+HT
σ(Hσ=αLσ+Cσ)是正定的当且仅当节点r在图Gσ 全局到达。

注3 变换拓扑图为平衡图,RΓ 是有限的,如果领导者节点r全局可达,Hσ+HT
σ 矩阵是正定的,Hσ+HT

σ

的逆矩阵也是正定的,γ*表示所有可能Π-1
σ 的最大特征值,Πσ=Hσ+HT

σ。
定理2 对于在控制(4)下的系统(1),当变换拓扑图为平衡图时,如果

β
α>

γ*λ
2 +1λ

(13)

且τ充分小,领导者结点r在图Gσ 中全局可达,那么lim
t→¥

y(t)=0,系统(1)一致。

证明 由于领导者结点r在图Gσ 中全局可达,矩阵αLσ+Cσ 是正定的。构造一个Lyapunov-Razumikhin泛

函V(y(t))=y(t)TΩ1y(t),其中Ω1=
λI Iæ

è
ç

ö

ø
÷

I kI
是正定矩阵,λ>0,kλ>1。

与定理1证 明 类 似 有 V
·
= yT(Mσ

TΩ1 +Ω1Mσy +2yTΩ1Ny(t-τ(t))= yT(Fσ
TΩ1 +Ω1Fσ)y-

2yTΩ1NσMσ∫
0

-τ(t)
y(t+s)ds-2yTΩ1Nσ

2∫
0

-τ(t)
y(t+s-τ(t))ds。

取φ(s)=qs,常 数q>1,使 得V(y(t+θ))<qV(y(t)),-2τ≤θ≤0。有V
·
≤-y(t)TWσy(t)+

τy(t)T(Ω1NσMσΩ1
-1·Mσ

TNσ
TΩ1+Ω1Nσ

2Ω1
-1Nσ

TNσ
TΩ1+2qΩ1)y(t)。其中 Wσ=-(Fσ

TΩ1+Ω1Fσ)=
Πσ kΠσ-λIn

kΠσ-λIn k2Πσ-2I
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

,Πσ=Hσ+HT
σ。

由引理3得Πσ=Hσ+HT
σ 是正定矩阵。如果k满足(13)式,根据引理1,那么Wσ 是正定的。γmin表示所有

可能Wσ 的最小特征值,γ3 表示所有可能‖Ω1NσMσΩ1
-1Mσ

TNσ
TΩ1‖+‖Ω1Nσ

2Ω1
-1Nσ

TNσ
TΩ1‖+2q‖Ω1‖

的最大值。则存在充分小的τ使得τ<τ*=γmin

γ3
则存在μ>0使得V

·
(y(t))≤-μyT(t)y(t),因此V

·
(y(t))是负定

的,根据Lyapunov-Razumikhin泛函定理系统(1)达到一致。

3结束语

本文主要研究了对于一类具有时滞和领导者的多智能体系统的一致性,给出了系统达到一致性的条件。这

里给出固定或切换交互拓扑图是平衡的,本文只研究了时变时滞是相同的,如何考虑切换拓扑图不是平衡时和

不同的时滞需要进一步研究。
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ConsensusofaClassofSecondMulti-agentSystemswithActiveLeaderandTimeDelay

MENGYa-wei,YANGZhi-chun
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing400047,China)

Abstract::Inthispaper,weconsiderconsensusproblemofaclassofsecondmulti-agentsystemswithactiveleaderandtimedelayin
staticanddynamictopologynetwork.Wefirstdescribethemathematicalmodelofthesystemsintermofalgebraicgraphtheory.U-
singLyapunovfunctionmethodandthematrixinequality,wegivethesufficientandnecessaryconditionsensuringthatthesystemis

consensus.Thatis,whensystemparameterssatisfiesβ
α >

γλ
2+

1
λandτissufficientlysmall

,thenthesystemisconsensusifonly

leadernoderisgloballyreachableinGinastaticfixed-topologynetwork.Forthecaseoftheswitchingtopologynetwork,wehave
similarresults.
Keywords:timedelay;Lyapunov-Razumikhintheorem;multi-agentsystems;consensus
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