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一类广义的带参数的Hilbert型奇异积分算子的范数
*
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摘要:Hilbert型奇异积分算子在分析学中有重要的作用。本文通过引入参数λ和两个实数A1,A2,在广义区间(0,b)上定

义了一个带参数的核为 1
xλ+yλ的 Hilbert型奇异积分算子T:(Tf)(y)=∫

b

0

f(x)
xλ+yλdx,利用权函数方法和算子理论,研

究了T 的有界性问题,在条件A2p+A1q=2-λ下,得到了算子T 的范数‖T‖=
B 1-A2p

λ
,1-A1q( )λ

λ
。作为应用,还考
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设p>1,1p+
1
q =1

,λ>2-min{p,q},f(x),g(x)≥0,使得0<∫
¥

0
x(p-1)(1-λ)fp(x)dx < ¥,0<

∫
¥

0
x(q-1)(1-λ)gq(x)dx< ¥,文献[1]得到了如下等价的Hilbert型积分不等式:
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(1)和(2)式的常数因子都是最佳值。当λ=1时,(1)与(2)式变为著名的 Hardy-Hilbert积分不等式[2]。它们在

数学分析的其他数学分支中有重要的应用[3]。近年来,Hilbert算子及相关不等式的研究已取得许多有价值的成

果[4-9,11-12]。
本文的目的是在区间(0,b)上,引入一个Hilbert型奇异积分算子,并讨论其范数问题。作为应用,导出其等

价式及一些相关不等式。

1主要结果

定义如下的Hilbert型奇异积分算子

(Tf)(y)=∫
b

0

f(x)
xλ+yλdx,y∈ (0,b) (3)

对于非负可测函数ω(x)及p>1,定义函数集

Lp
ω(0,b)= f(x)≥0|‖f‖p,ω =∫

b

0
fp(x)ω(x)d( )x

1
p
<+{ }¥

引理1 设p>1,1p+
1
q=1

,A1,A2∈R,1-A2p>0,1-A1q>0,λ>max{1-A1q,1-A2p},定义权函数
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引理2 设p>1,1p+
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故(8)式成立。 证毕

定理1 设p>1,1p+
1
q=1

,A1,A2∈R,1-A2p>0,1-A1q>0,λ>max{1-A1q,1-A2p},ω=

x(p-1)(λ-1)+p(A1-A2),ω′=x1-λ+p(A1-A2),则Hilbert型奇异积分算子T 是Lp
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若还满足A2p+A1q=2-λ,则有
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因此(9)式成立。 证毕

下面证明(10)式成立。
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令ε→0+,则有
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2一些应用

设f(x),g(x)为(0,b)上的非负可测函数,定义f与g 的内积为
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由(11)式可导出(9)式,故(11)式与(9)式等价。若A2p+A1q=2-λ,(12)与(10)式等价。因此(12)式成

立,常数因子为最佳值。
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(2-λ)时,(13)和

(14)式的常数因子为最佳的。
证明 在定理1和推论1中,取A1=A2=A,便可得到(13)和(14)式。 证毕

注 当A1,A2 选取合适的值,可以得到一批新的不等式。
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OntheNormofaGeneralHilbert’sTypeSingularIntegralOperatorwithSomeParameters

CHENGuang-sheng1,DINGXuan-hao2,JIAOYun-xiu3
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Abstract:Hilbert’stypesingularintegraloperatorplaysanimportantroleinanalysis.Inthispaper,byintroducinganindependent

parameterλandtworealnumbersA1,A2,wedefineaHilberttypesingularmultipleintegraloperatorTinageneralinterval(0,

b)asfollows:(Tf)(y)=∫
b

0

f(x)
xλ+yλdx,usingthewayofweightfunctionandoperatortheory,theboundednessandnormofTare

studied.UnderconditionofA2p+A1q=2-λ,weobtainthenormofTas‖T‖=
B 1-A2p

λ
,1-A1q( )λ
λ .Astheirapplications,

theequivalent forms with inner product are considered as follows:(Tf,g)≤ B 1-A2p
λ
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‖f‖p,ω′‖g‖q,ω″.
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