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复模糊值函数的积分及其性质
*

殷 凤,王鹏飞

(忻州师范学院 数学系,山西 忻州034000)

摘要:复模糊值函数理论在模糊控制中是广泛存在的,讨论复模糊值函数积分的性质有重要的理论和实际意义。本文首

先介绍了模糊数的概念、运算规则及复模糊值函数的表达式f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x)),在新的序关系的意义下给出复模糊

值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x))Riemann积分的定义。在此基础上给出了复模糊值函数的r-截集的概念,利用r-截集把

复模糊值函数转化为区间值函数,用扩张原理给出了复模糊值函数积分表达式,并讨论了复模糊值函数积分的性质,得出

了复模糊值函数积分具有区间可加性、不等式性、对实系数和复系数具有线性性质等结论。
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模糊概念广泛地应用于社会各个层面。模糊系统理论应用最有效、最广泛的领域就是模糊控制,模糊控制

在各种领域出人意料地解决了传统控制理论无法解决的或难以解决的问题,并取得了一些令人信服的成效。模

糊分析的研究是模糊控制研究的主要工具,毕淑娟在文献[1]中讨论了模糊值函数f
~(x)的Riemann积分;Wang

Haihua在文献[2]中讨论了模糊值函数f
~(x)的线积分;吉承儒等在文献[3]中讨论了复模糊值函数f

~~(x)=

f
~
1(x)+if

~
2(x)的Choquet积分,是在复模糊测度的基础上,利用复数域上的复模糊测度及复模糊可测函数,给

出的复模糊值函数在模糊集合A 的Choquet积分,其积分变量取自于模糊集合A;吴建春等在文献[4]中讨论了

复模糊值函数f(x)=f
~
1(x)+if

~
2(x)的Henstock-stieltjes积分,是在复模糊值函数在[a,b]上满足 H 差且α-可

导的基础上,利用复区间值函数的Henstock-Stieltjes积分,当复模糊值函数的任一λ水平复区间值函数关于实

值增函数α在[a,b]上Choquet可积,给出的复模糊值函数在[a,b]的Choquet积分,其积分变量为实值增函数α
取自于[a,b];汪彬在文献[5]中讨论了模糊值函数的 Mcshane积分,在多数情况下,上面几种情形都很难满足,
当复模糊值函数的实部和虚部在[a,b]上为闭有界模糊值函数时,利用区间值函数的Riemann积分的性质,当复

模糊值函数的实部和虚部任一λ水平区间值函数在[a,b]上Riemann可积时,本文给出复模糊值函数f
~~(x)=

f
~
1(x)∧f

~
2(x)在[a,b]的新积分—Riemann积分,其积分变量取自于[a,b]。

复模糊值函数Riemann积分理论在综合评价、聚类分析、信息系统识别、优化理论、模糊规划、模糊决策、经
济模型分析等模糊系统理论中有很好的应用,尤其是在模糊动力系统理论中将有广泛的应用,并在工业控制、工
业产品市场需求、图像处理、模糊控制、模糊模式识别等计算机智能化领域中同样有广泛的应用前景。

1复模糊值函数的积分定义

定义1[6] 称u~:R→[0,1]模糊数是指∀r∈[0,1],[u~]r 为非空有界闭区间[u~-r ,u~+r ],其中[u~]r= {x∈R:

u~(x)≥r},r∈(0,1],[u~]0={x∈R:u~(x)>0},所有模糊数的集记做E1。
引理1 对∀u~,v~∈E1 和∀k∈R有以下运算法则C:a)([u~+v~]r=[u~-r +v~-r ,u~+r +v~+r ],r∈[0,1][6-7];

b)[u~-v~]r= [u~-r -v~+r ,u~+r -v~-r ],r∈ [0,1][6-7];c)[u~v~]r = [min {u~-rv~-r ,u~-rv~+r ,u~+rv~-r ,u~+rv~+r },
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max{u~-rv~-r ,u~-rv~+r ,u~+rv~-r ,u~+rv~+r }],r∈[0,1];d)k[u~]r=k[u~-r ,u~+r ]=
[ku~-r ,ku~+r ],k≥0
[ku~+r ,ku~-r ],k<{ 0

,r∈[0,1][6-7]。

E1 赋之如上的加法和乘法运算将成为一个凸锥,该凸锥可等距同构地嵌入到一个Banach空间中去。
定义2[6] 对∀u~,v~∈E1u~≤v~ 当且仅当u~-r +u~+r ≤v~-r +v~+r (∀r∈[0,1])称u~=v~ 当且仅当u~≤v~,v~≤u~ 同时

成立。

定义3[6-9] 设a~(x),b
~(x)∈E1,C是复数集,称(a~(x),b

~(y)):C→[0,1],z=x+iy→a~(x)∧b
~(y),x,y∈R

为C上的复模糊数,a~(x),b
~(y)分别为(a~(x),b

~(y))的实部和虚部,记c~
~
=(a~(x),b

~(y)),a~(x)= Rec~
~,b

~(y)=

Imc~
~,所有复模糊数的集合记为F(C)。

定义4 复模糊数空间中的加减于数乘定义:∀c~
~
1,c~

~
2∈F(C),c=a+ib∈C,c~

~
1+c~

~
2=(Rec~

~
1+Rec~

~
2,

Imc~
~
1+Imc~

~
2)∈F(C),cc~

~
=(aRec~

~,bImc~
~)∈F(C)。

定义5 对任意的复模糊数c~
~
∈F(C),及复数c∈C,其数积定义为cc~

~
=(aRec~

~,bImc~
~)∈F(C),其中(ac~)r=

[ac~ -r ,ac~ +r ]。

定义6 设有模糊值函数f
~~(x)在闭区间[a,b]上有定义,任给[a,b]的一个分发T 和一组ξ={ξk},有积分和

σ~
~(T,ξ)=∑

n

k=1
f
~~(ξk)Δxk ,若当L(T)→0时,积分和σ~(T,ξ)存在极限,设lim

L(T)→0
σ~
~(T,ξ)= lim

L(T)→0∑
n

k=1
f
~~(ξk)Δxk=I

~~ ,

且I
~~

∈E1 与 分 法 T 无 关,也 与ξk 的 取 法 无 关,即 ∀ε>0,∃δ>0。∀T:L(T)<δ,∀ξ= {ξk},有

∑
n

k=1
f
~~(ξk)Δxk-I

~~

<ε,称模糊值函数f
~~(x)在闭区间[a,b]上可积,I

~~
为模糊值函数f

~~(x)在闭区间[a,b]上积

分,记为∫
b

a
f
~~(x)dx=lim

L(T)→0∑
n

k=1
f
~~(ξk)Δxk=I

~~ 。

定义7 设复模糊值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x)),对于∀r∈(0,1],复模糊值函数f

~~(x)的r-截集为f
~~(x)r=

(f
~
1(x),f

~
2(x))r=(f

~
1(x)r,f

~
2(x)r),在复模糊值函数r-截集的意义下,复模糊值函数的积分定义为∫

b

a
f
~~(x)dx=

∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x 。

2复模糊值函数积分的性质

定理1 设复模糊值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x))在区间[a,b]上可积,∀r∈[0,1],有∫

b

a
f
~~(x)d[ ]x

r
=

∫
b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x 。

证明        lim
x→a

f
~~(x)=b

~~(b
~~

=(b
~
1,b

~
2))⇔lim

x→a
f
~
1(x)=b

~
1,lim

x→a
f
~
2(x)=b

~
2

对∀r∈[0,1],有     lim
x→a
[f
~-
1 (x)r+f

~+
1 (x)r]=b

~-
2r+b

~+
2r,lim

x→a
[f
~-
2 (x)r+f

~+
2 (x)r]=b

~-
2r+b

~+
2r

∫
b

a
f
~
1(x)d( )x

-

r
+∫

b

a
f
~
1(x)d( )x

+

r
= lim

L(T)→0∑
n

k=1
f
~
1(ξk)Δx( )k

-

r + lim
L(T)→0∑

n

k=1
f
~
1(ξk)Δx( )k

+

r =

lim
L(T)→0∑

n

k=1

[f
~-
1 (ξk)r+f

~+
1 (ξk)r]Δxk=∫

b

a
f
~-
1 (x)r+f

~+
1 (x)rd[ ]x

即∫
b

a
f
~
1(x)d[ ]x

r
=∫

b

a
f
~
1(x)-rdx,∫

b

a
f
~
1(x)+rd[ ]x ,同理有∫

b

a
f
~
2(x)d[ ]x

r
=∫

b

a
f
~
2(x)-rdx,∫

b

a
f
~
2(x)+rd[ ]x ,又

∫
b

a
f
~~(x)d[ ]x

r
=∫

b

a
(f

~
1(x),f

~
2(x))d[ ]x

r
=∫

b

a
(f

~
1(x),f

~
2(x))-rdx,∫

b

a
(f

~
1(x),f

~
2(x))+rd[ ]x

所以∫
b

a
f
~~(x)d[ ]x

r
=∫

b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x 。
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定理2 设复模糊值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x))、g~

~(x)=(g~1(x),g~2(x))在区间[a,b]上可积,∀k,l∈R,有

∫
b

a
(kf

~~(x)+lg~
~(x))dx=k∫

b

a
f
~~(x)dx+l∫

b

a
g~
~(x)dx。

证明   ∫
b

a
(f

~~(x)+g~
~(x))dx= ∪

r∈(0,1]
r∫

b

a
(f

~~(x)+g~
~(x))-rdx,∫

b

a
(f

~~(x)+g~
~(x))+rd[ ]x =

∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
(f

~~-
r(x)+g~

~-
r(x))dx,∫

b

a
(f

~~+
r(x)+g~

~+
r(x))d[ ]x =

∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x + ∪

r∈(0,1]
r∫

b

a
g~
~-
r(x)dx,∫

b

a
g~
~+
r(x)d[ ]x =∫

b

a
f
~~(x)dx+∫

b

a
g~
~(x)dx

则当k≥0时,有

∫
b

a
kf

~~(x)dx= ∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
kf

~~-
r(x)dx,∫

b

a
kf

~~+
r(x)d[ ]x = ∪

r∈(0,1]
rk∫

b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x =

k ∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x =k∫

b

a
f
~~(x)dx

当k≤0时,同理能证明上式成立,得证。 证毕

推论1 若n个复模糊值函数f
~~

1(x),f
~~

2(x),…,f
~~

n(x)在区间[a,b]上可积,则其线性组合k1f
~~

1(x)+…+

knf
~~

n(x)在区间[a,b]上可积,且∫
b

a
(k1f

~~

1(x)+k2f
~~

2(x)+…+knf
~~

n(x))dx=k1∫
b

a
f
~~

1(x)dx+k2∫
b

a
f
~~

2(x)dx+

…+kn∫
b

a
f
~~

n(x)dx,其中kn 为实数。

定理3 设复模糊值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x))在区间[a,b]上可积,∀c∈(a,b),有∫

b

a
f
~~(x)dx=

∫
c

a
f
~~(x)dx+∫

b

c
f
~~(x)dx。

推论2 若复模糊值函数f
~~(x)在区间[a,b]上可积,且a<c1<c2<…<cn<b,有∫

b

a
f
~~(x)dx=∫

c1

a
f
~~(x)dx+

∫
c2

c1
f
~~(x)dx+…+∫

cn

cn-1
f
~~(x)dx+∫

b

cn
f
~~(x)dx。

定理4 设复模糊值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x)),g~

~(x)=(g~1(x),g~2(x))在区间[a,b]上可积,且f
~~(x)≥

g~
~(x),有∫

b

a
f
~~(x)dx≥∫

b

a
g~
~(x)dx。

证明 由f
~~(x)≥g~

~(x),得f
~
1(x)≥g~1(x),f

~
2(x)≥g~2(x),所以

∫
b

a
f
~~(x)dx= ∪

r∈(0,1]
r∫

b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)d[ ]x ≥ ∪

r∈(0,1]
r∫

b

a
g~
~-
r(x)dx,∫

b

a
g~
~+
r(x)d[ ]x =∫

b

a
g~
~(x)dx 证毕

定理5 设复模糊值函数f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x)),g~

~(x)=(g~1(x),g~2(x))在区间[a,b]上可积,∀k,l∈C,有

∫
b

a
(kf

~~(x)+lg~
~(x))dx=k∫

b

a
f
~~(x)dx+l∫

b

a
g~
~(x)dx。

证明    ∫
b

a
(f

~~(x)+g~
~(x))dx= ∪

r∈(0,1]
r∫

b

a
(f

~~(x)+g~
~(x))-rdx,∫

b

a
(f

~~(x)+g~
~(x))+rd[ ]x =

∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
(f

~~-
r(x)+g~

~-
r(x))dx,∫

b

a
(f

~~+
r(x)+g~

~+
r(x))d[ ]x =

∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
f
~~-
r(x)dx,∫

b

a
f
~~+
r(x)dx]+ ∪

r∈(0,1]
r[∫

b

a
g~
~-
r(x)dx,∫

b

a
g~
~+
r(x)d[ ]x =∫

b

a
f
~~(x)dx+∫

b

a
g~
~(x)dx

当k=k1+ik2∈C时,因为∀f
~~(x)=(f

~
1(x),f

~
2(x))∈F(C),c=c1+ic2∈C,有cf

~~(x)=(c1f
~
1(x),c2f

~
2(x)),所以

∫
b

a
kf

~~(x)dx= ∪
r∈(0,1]

r∫
b

a
(k1f

~
1(x),k2f

~
2(x))-rdx,∫

b

a
(k1f

~
1(x),k2f

~
2(x))+rd[ ]x =

∪
r∈(0,1]

rk1∫
b

a
(f

~
1(x( ))r

dx,k2∫
b

a
(f

~
2(x))rdx)= k1∫

b

a
f
~
1(x)dx,k2∫

b

a
f
~
2(x)d( )x =
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k∫
b

a
(f

~
1(x),f

~
2(x))dx=k∫

b

a
f
~~(x)dx 证毕

推论3 若n个复模糊值函数f
~~

1(x),f
~~

2(x),…,f
~~

n(x)在区间[a,b]上可积,则其线性组合k1f
~~

1(x)+…+

knf
~~

n(x)在区间[a,b]上可积,且

∫
b

a
k1f

~~

1(x)+k2f
~~

2(x)+…+knf
~~

n(x( ))dx=k1∫
b

a
f
~~

1(x)dx+k2∫
b

a
f
~~

2(x)dx+…+kn∫
b

a
f
~~

n(x)dx

其中kn 为复数。
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DifferentialCoefficientandPropertiesofComplexFuzzy-valuedFunction

YINFeng,WANGPeng-fei
(DepartmentofMathematics,XinzhouTeacher’sUniversity,XinzhouShanxi034000,China)

Abstract:Thevaluefunctionofcomplexfuzzyiswidespreadinfuzzycontrol;discussionsofcomplexfuzzyvaluefunctionintegral

propertieshaveimportanttheoreticalandpracticalsignificance.Inthispaper,firstly,theconceptandtheoperationrulesoffuzzy

numberandtheexpressionofcomplexfuzzyvaluefunctionf
~~ (x)= (f

~
1 (x),f

~
2 (x))areintroduced,andtheRiemannintegral

definitionofthecomplexfuzzyvaluefunctionf
~~ (x)= (f

~
1 (x),f

~
2 (x))isgivenundertheneworderrelationofmeaning.Based

onthedefinitionofr-cutsetisgiven,thevaluefunctionofcomplexfuzzyisturnedtointervalvaluedfunctionusingr-cutset,then
complexfuzzyvaluefunctionintegralexpressionisgivenwithextensionprinciple.Inaddition,thepropertiesofintegralfuzzy-valued
functionarediscussed,andintervaladditivity,inequalitysexandlinearityontherealcoefficientandcomplexcoefficientofthecom-
plexfuzzyvaluefunctionintegralareobtained.
Keywords:complexfuzzy-valuedfunction;cutsetsofcomplexfuzzy-valuedfunction;differentialcoefficient;integral
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