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二阶非线性时标动态方程的振动准则
*

张 少 艳

(广东金融学院 应用数学系,广州510520)

摘要:时标理论在同时处理连续系统和离散系统方面具有非常广泛的应用。近年来有非常多的关于二阶中立型时标动态

方程的振动性的结论,但已有结论均要求特殊的时标集,或r(t)函数递增。本文运用时标上积分及不等式的性质,得出

x(t)/x(δ(t))≤α(t,T)的结论。利用该结论、Riccati变换技巧及配方法,得到了方程解的振动准则,即若方程能使得
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成立,则方程的解释振动所得到的结果去掉了时标集是特殊的及函数是递增的条件,其应用范围更为广泛。
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时标理论最初由StefanHilger在其博士论文中提出,其目的是为了统一离散与连续这2种情形,为同时处

理连续系统和离散系统提出了基本的方法。因此,时标理论引起越来越多学者的关注[1-8]。一个时标T是指实

数集R的一个任意非空闭子集,它具有由R诱导的拓扑及顺序关系[1]。
近年来,人们对二阶非线性中立型时标动态方程

(r(t)((y(t)+p(t)y(τ(t)))Δ)γ)Δ+f(t,y(δ(t)))=0 (1)
其中γ为不可约正奇数的商的振动性进行了广泛的研究。

2004年,WuH.W.等人在文献[2]中给出了在特殊时滞项δ(t)下,要求(δ췍σ)(t)=(δ췍σ)(t)成立时方程(1)

的振动准则。2007年,S.H.Saker在文献[3]中将上述条件替换成了∫
¥

t0
δγ(s)q(s)(1-p(δ(s)))γΔs=¥,给出

了方程(1)的振动准则。但这2篇文献所给出的结果都只适用于指数γ≥1时。2010年,ZhangS.Y.等人在文献

[4]中去掉了对时滞项的要求,增加了条件rΔ(t)≥0,得到了方程(1)的新振动准则,其中有部分结果是适用于

0<γ<1。
本文同样假设下列条件成立,设T为时标集,并记R+=(0,+¥),R+

0 =[0,+¥):
(H1)τ∈Crd(T,T),τ(t)≤t,lim

t→¥
τ(t)=¥,δ∈Crd(T,T),δ(t)≤t,lim

t→¥
δ(t)=¥;
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(H3)f(t,u)∈C(T×R,R),存在q(t)∈Crd(T,R+
0 )且q(t)不最终恒等于0,使得uf(t,u)≥q(t)uγ+1 。

所得到的结果去掉了文献[4]中要求的rΔ(t)≥0条件,改进了其部分结果,给出方程(1)在较弱条件下的振动准

则。

1基本引理

为了书写的方便,记x(σ(t))=xσ(t)=xσ,xΔ(σ(t))=(xΔ)σ,并假设x(t)=y(t)+p(t)y(τ(t))。
方程(1)的解y(t)称为振动,若y(t)既不是最终正解,也不是最终负解,否则称y(t)为非振动的。方程(1)称

为振动的,如果它的所有解都是振动的。
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本文研究的是方程(1)的解的振动性,因此总假设时标集T满足infT=t0,supT=¥,令T∈T,[T,¥)T=
{t∈T:=t≥T}。令τ*(t)=min{τ(t),δ(t)},τ*

-1(t)=sup{s≥t0:τ(t)≤t}。显然τ*
-1(t)≥t。
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首先给出主要定理证明中需要的几个引理。
引理1[4] 设(H1)~(H3)成立,若方程(1)存在最终正解,则∃T∈Τ,使得 x(t)≥0,xΔ(t)≥0,

(r(t)(xΔ(t))γ)Δ≤0,t≥T 且等号不最终成立。

引理2 设(H1)~(H3)成立,若方程(1)存在最终正解,则∃T∈Τ,使得 x(t)
x(δ(t))≤α

(t,T),x(t)≥

RT(t)r
1
γ(t)xΔ(t),t≥T 且等号不最终成立。

证明 因为方程(1)存在最终正解,故引理1成立。
因为(r(t)(xΔ(t))γ)Δ≤0及(H1)成立,故存在T∈[t0,∞),使得δ(t)≥T,对于所有的t≥T 都成立,于是有
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则有 x(t)
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故引理2成立。 证毕

注1 当t∈[t0,¥)时,y(t)=x(t)-p(t)y(τ(t)),由(H3)有
0≥(r(t)(xΔ(t))γ)Δ+q(t)(y(δ(t))γ=(r(t)(xΔ(t))γ)Δ+q(t)x(δ(t))-p(δ(t))y(τ(δ(t[ ])))γ

因为x(t)≥y(t),故0≥(r(t)(xΔ(t))γ)Δ+q(t)[x(δ(t))-p(δ(t))x(τ(δ(t)))]γ,又因为τ(t)≤t,xΔ(t)>0,
故

0≥(r(t)(xΔ(t))γ)Δ+q(t)x(δ(t))-p(δ(t))x(δ(t[ ]))γ=(r(t)(xΔ(t))γ)Δ+q(t)(1-p(δ(t)))γ[x(δ(t))]γ (2)
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2主要定理

定理1 设(H1)~(H3)成立,若存在一个Δ 可导的正函数z,对于γ 为不可约正奇数的商γ≥1使得
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则方程(1)的解振动。
证明 假设方程(1)的解非振动,不失一般性,假设∃t0∈[0,¥),y(t)>0,t≥t0,则引理1~2成立。定义

Riccati变换w(t)=z
(t)r(t)(xΔ(t))γ

xγ(t)
。对其求导可得
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又因为在时标中 (fg)Δ(t)=fΔ(t)g(t)+f(σ(t))gΔ(t)=fΔ(t)g(σ(t))+f(t)gΔ(t)
即可得     fΔ(t)g(t)-f(t)gΔ(t)=fΔ(t)g(σ(t))-f(σ(t))gΔ(t)
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矛盾,故方程的解振动。 证毕

定理2 设(H1)~(H3)成立,若存在一个Δ可导函数z,对于γ为不可约正奇数的商γ≥1,使得
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成立,其中Q1(t)=z2(σ(t))(1-(p췍δ)(t))γα-γ(t,T),则方程(1)的解振动。
证明 假设方程(1)的解非振动,不失一般性,假设∃t0∈[0,¥),y(t)>0,t≥t0,则引理1、2成立。
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极限,可知与条件矛盾,故方程的解振动。 证毕
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故方程的解振动。
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OscillationCriteriaforaSecond-orderNonlinearNeutralDynamicEquationsonTimeScales

ZHANGShao-yan
(DepartmentofMathematics,GuangdongUniversityofFinance,Guangdzhou510630,China)

Abstract:Thetheoryoftimescaleshasbeenwidelyusedinthesimultaneousprocessingofcontinuoussystemanddiscretesystem.
Therefore,manyconclusionsontheoscillationforsecond-ordernonlinearneutraldelaydynamicequationsontimescaleshavebeen

putforwardinrecentyears.However,alltheseconclusionsestablishonspecialtimescalesorintheconditionofincreasingr (t).
Now,byusingthecharactersoftheintegralandinequalitieswegetaconclusion,x (t)/x (δ (t))≤α (t,T).Withgeneralized
Riccatitechniqueandcompletingthesquare,wefindtheoscillationcriteriasfortheequation.Thatis,iftheequationcanmake

limsup
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theequationisoscillation.Itissatisfactorythattheseresultshaveawiderrangeofapplicationbecauseitneedsnospecialtimesales
orincreasingfunctionsrequiredintheformerstudies.
Keywords:secondorderdynamicequationsontimescales;neutral;oscillation;nonlinear;generalizedRiccatitechnique
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