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关于不定方程x(x+1)(x+2)(x+3)=13y(y+1)(y+2)(y+3)
*

郭凤明,罗 明

(西南大学 数学与统计学院,重庆400715)

摘要:主要运用Pell方程、递归数列、同余式及(非)平方剩余等一些初等的证明方法,证明了不定方程x(x+1)(x+2)·
(x+3)=13y(y+1)(y+2)(y+3)无正整数解。在证明该结论的过程中,对不定方程进行变形和整理,将其化为Pell方

程形式。根据得到的Pell方程整数解的情况,从而得到6类整数解。根据原不定方程的情况舍去了两类,剩余4类整数

解。本文逐一对每一类整数解用同余式及平方剩余的证明方法进行讨论和证明,最后得到原不定方程无正整数解的结

论。根据本文的结论也能得到这个不定方程的全部整数解,它们都为其平凡解,由于比较简单,故文中没有再给出。同时

本文证明了不定方程(x2+3x+1)2-13y2=-12仅有整数解(x,±y)=(0,1),(-3,1),(-2,1),(-1,1),(-14,43),
(11,43)。本文进一步完善了此类不定方程的正整数解的研究。
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设p是素数,形如x(x+1)(x+2)(x+3)=py(y+1)(y+2)(y+3)的不定方程已有不少研究工作[1-8]。

1971年,JHECohn[1]证明了当p=2时仅有正整数解(x,y)=(5,4);1991年,罗明[4]证明了当p=7时仅有正

整数解(x,y)=(4,2);2007年,程遥、马玉林[6]证明了当p=11时无正整数解。2009年,段明辉、杨春德[7]证明

了当p=19时无正整数解。
在本文中,将证明当p=13时,不定方程

x(x+1)(x+2)(x+3)=13y(y+1)(y+2)(y+3) (1)
无正整数解。

先将方程(1)化为

(x2+3x+1)2-13(y2+3y+1)2=-12 (2)
易知方程x2-13y2=-12的全部整数解[9],由以下6个类给出。

xn+yn 13=± ( )1+ 13 un+vn( )13 =± ( ) ( )1+ 13 649+180 13
n,n∈Ζ

xn+yn 13=± ( )-1+ 13 un+vn( )13 =± ( ) ( )-1+ 13 649+180 13
n,n∈Ζ

x′n+y′n 13=± ( )25+7 13 un+vn( )10 =± ( ) ( )25+7 10 649+180 13
n,n∈Ζ

x′n+y′n 13=± ( )-25+7 13 un+vn( )13 =± ( ) ( )-25+7 13 649+180 13
n,n∈Ζ

x″n+y″n 13=± ( )14+4 13 un+vn( )13 =± ( ) ( )14+4 13 649+180 13
n,n∈Ζ

x″n+y″n 13=± ( )-14+4 13 un+vn( )13 =± ( ) ( )-14+4 13 649+180 13
n,n∈Ζ

其中1+ 13,25+7 13,14+4 13是x2-13y2=-12的相应结合类的基本解,649+180 13是Pell方程u2-
13v2=1的基本解。由于从(2)式中可知2|/(x2+3x+1),从而舍去后面两个类。

于是方程(2)的解应满足

(2x+3)2=4xn+5 (3)
或 (2x+3)2=4xn+5 (4)
或 (2x+3)2=4x′n+5 (5)
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或 (2x+3)2=4x′n+5 (6)
显然必满足xn≥-1,xn≥-1,x′n≥-1,x′n≥-1。从而(3)~(6)式中的xn,xn,x′n,x′n 只需取自

xn+yn 13= ( )1+ 13 un+vn( )13 = ( ) ( )1+ 13 649+180 13
n,n≥0

xn+yn 13= ( )-1+ 13 un+vn( )13 = ( ) ( )-1+ 13 649+180 13
n,n≥0

x′n+y′n 13= ( )25+7 13 un+vn( )13 = ( ) ( )25+7 13 649+180 13
n,n≥0

x′n+y′n 13= ( )-25+7 13 un+vn( )13 = ( ) ( )-25+7 13 649+180 13
n,n≥0

由这4个式子不难推出下列关系式。

xn+1=1298xn-xn-1,x0=1,x1=2989 (7)

xn+1=1298xn-xn-1,x0=-1,x1=1691 (8)

x′n+1=1298x′n-x′n-1,x′0=25,x′1=32605 (9)

x′n+1=1298x′n-x′n-1,x′0=-25,x′1=155 (10)

un+1=1298un-un-1,u0=1,u1=649 (11)

u2n=2u2n-1,v2n=2unvn (12)

xn=un+13vn,xn=-un+13vn (13)

un+2h≡-un(moduh),vn+2h≡-vn(moduh) (14)

xn+2h≡-xn(moduh),xn+2h≡-xn(moduh) (15)

x′n+2h≡-x′n(moduh),x′n+2h≡-x′n(moduh) (16)
下面将证明(3)式仅当n=0时成立,(4)式仅当n=0时成立,(5)式不成立,(6)式仅当n=1时成立,由此求

得方程(x2+3x+1)2-13y2=-12的全部整数解,进而求得(1)式的全部正整数解。

1(2x+3)2=4xn+5
本节将考察(3)式的解,即n取何值时4xn+5为完全平方数。

引理1 设2|n,n>0,则 ±52v2n+5
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引理2 若(3)式成立,则必须n≡0(mod420)。
证明 用对序列{4xn+5}取模的方法证明。

mod11,排除n≡3(mod4),此时4xn+5≡6(mod11)。mod59,排除n≡1(mod4),此时4xn+5≡43(mod4),
剩余n≡0,2(mod4)。即n取偶数。上面的mod11是对{4xn+5}取的,mod4指出所得剩余序列周期为4,“此
时”这句话是“排除”的理由,因6为11的平方非剩余。为节省篇幅,后面的证明过程将按这种方式叙述。

mod211,排除n≡1,2,3(mod5),此时4xn+5≡145,50,39(mod5),剩n≡0,4(mod5)。因为n为偶数,所
以n≡0,4(mod10)。mod3089,排除n≡4(mod10),此时4xn+5≡591(mod3089),剩余n≡0(mod10)。

mod43,排除n≡1,5(mod7),此时4xn+5≡7,26(mod43)。mod35617,排除n≡2,3,4(mod7),此时4xn+5≡
25494,20195,2641(mod35617),剩余n≡0,6(mod7)。因为n取偶数,所以剩余n≡0,6(mod14)。mod29,
排除n≡6(mod14),此时4xn+5≡12(mod29),剩余n≡0(mod14)。mod74717,排除n≡14,28(mod42),此时

4xn+5≡45147,29576(mod74717),剩余n≡0(mod42)。又因为n≡0(mod10),所以剩余n≡0,210(mod420)。
下面用计算排除n≡210(mod420)。令n=420t+210。若2|t,则n≡42(mod56),若2|/t,则n≡14(mod56)。
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mod337,排除n≡14,42(mod56),此时4xn+5≡270,77(mod337),故(3)式不成立。
从而排除n≡210(mod420),剩余n≡0(mod420)。 证毕

引理3 设n≡0(mod420)且n>0,则(3)式不成立。
证明 令n=2·k·3·5·7·2t,(t≥1,2|/k),对{±5un+52vn}取模 mod233所得的两个剩余序列周期均

为58,而{2t}对mod58的剩余序列具有周期28。对k分两种情况讨论。

1)k≡1(mod4)时,令

m=
2t,t≡0,1,2,3,4,8,9,11,12,13,16,19,21,24,26,27(mod58)

5·2t,t≡5,6,7,10,14,15,17,18,22,25(mod58)

3·7·2t,t≡20,23(mod58

ì

î

í

ï
ï

ïï )
则有表1(其中第一行表示t(≥1)(mod28),第二行表示m(mod58),第三行表示5um+52vm(mod233))。

表1 k≡1(mod4)情况下的数据

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

30 2 4 8 16 44 30 2 24 48 16 18 36 14 24 48 54 18 36 26 48 46 54 36 20 26 22 44

210 25 169 92 8 161210 25 132167 8 50 91 15 132167162 50 91 224167173162 91 107224 33 161

对表中所有 m,均有 5um+52vmæ
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233 =1。于是,由(14)、(15)式及引理1,有4xn+5≡4x2m+5≡52v2m+
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233 =-1。

从而4xn+5非平方数,故(3)式不成立。

2)k≡-1(mod4)时,令

m=
2t,t≡2,5,7,10,12,13,14,15,16,17,18,22,23,25,26,27(mod58)

5·2t,t≡0,1,3,4,8,11,19,20,21,24(mod58)

3·7·2t,t≡6,9(mod58

ì

î

í

ï
ï

ïï )
则有表2(其中第一行表示t(≥1)(mod28),第二行表示m(mod58),第三行表示-5um+52vm(mod233))。

表2 k≡1(mod4)情况下的数据

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

34 10 4 40 22 32 10 12 4 22 38 32 36 14 28 56 54 50 42 14 28 56 34 10 42 40 22 44

101 66 71 183142 9 66 60 71 142126 9 200 72 23 208 64 141225 72 23 208101 66 225183142218

对表中所有m,均有 -5um+52vmæ
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ø
÷

233 =1。于是,由(17)、(18)式及引理1,有

4xn+5≡-4x2m+5≡-52v2m+5(modu2m)
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233 =-1

从而4xn+5非平方数,故(3)式不成立。 证毕

2(2x+3)2=4xn+5
引理4 若(4)式成立,则必须n≡0(mod420)。
证明 仿引理2的方法证明。

1)mod11,排除n≡3(mod4),此时4xn+5≡6(mod11)。mod59,排除n≡1(mod4),此时4xn+5≡43
(mod59),剩余n≡0,2(mod4)。即n为偶数。mod3089,排除n≡2,6,8(mod10),此时4xn+5≡743,2508,

257(mod3089),剩余n≡0,4(mod10)。mod89,排除n≡4,14,20(mod30),此时4xn+5≡48,35,24(mod89)。

mod181,排除n≡24(mod30),此时4xn+5≡18(mod181),剩余n≡0,10(mod30)。

2)mod43,排除n≡1,2,3,6(mod7),此时4xn+5≡18,27,39,3(mod43)。mod1429,排除n≡4,5(mod7),
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此时4xn+5≡338,61(mod1429),剩余n≡0(mod7)。因为n为偶数,所以n≡0(mod14)。
由1)和2)知n≡0,70,210,280(mod420)。mod1259,排除n≡70(mod420),此时4xn+5≡690(mod1259),

剩余n≡0,210,280(mod420)。mod127,排除n≡7(mod21),此时4xn+5≡119(mod127),从而排除n≡280
(mod420)剩余n≡0,210(mod420)。

下面用计算排除n≡210(mod420)。令n=420t+210。若2|t,则n≡42(mod56),若2|/t,则n≡14(mod56)。

mod337,排除n≡14,42(mod56),此时4xn+5≡270,77(mod337),故(3)式不成立。
从而排除n≡210(mod420),剩余n≡0(mod420)。 证毕

引理5 设n≡0(mod420),n>0,则(4)式不成立。
此引理证明过程与引理3的一致,这里不再证明。

3(2x+3)2=4x′n+5
引理6 对任意n≥0,(5)式都不成立。
证明 当n>0时,mod433,排除n≡1,2(mod3),此时4x′n+5≡92,251(mod433),剩余n≡0(mod3)。

mod1297,排除n≡0,3(mod6),此时4x′n+5≡105,1202(mod1297)。即对任意n>0,4x′n+5都是非平方数。
当n=0时,4x′0+5=125非平方数,从而(5)式。 证毕

4(2x+3)2=4x′n+5
引理7 若(6)式成立,则必须n≡1(mod20)。
证明 mod61,排除n≡2,3(mod5),此时4x′n+5≡31,10(mod61),剩余n≡0,1,4(mod5),mod109,排除

n≡0,6,9(mod10),此时4x′n+5≡14,39,58(mod109)。mod3089,排除n≡5(mod10),此时4x′n+5≡
105(mod3089),剩余n≡1,4(mod10)。mod19,排除n≡10,11(mod20),此时4x′n+5≡10,12(mod19)。

mod739,排除n≡14(mod20),此时4x′n+5≡61(mod739)。mod5281,排除n≡4(mod20),此时4x′n+5≡
1683(mod5281),剩余n≡1(mod20)。 证毕

引理8 设n≡1(mod20),n>1,则(6)式不成立。
证明 当n≡1(mod20)时,令n=1+2·k·5·2t(t≥1,2|/k)。对{um}取mod41,剩余序列周期为14,而对

{2t}取mod14的剩余序列周期为3。
当t≡0,1(mod3)时,令m=2t;当t≡2(mod3)时,令m=5·2t,则当t(mod3)≡0,1,2时,m(mod14)≡8,

2,6,有{um}(mod41)≡7,15,7。此时对所有m 均有 umæ

è
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ø
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41 =-1。
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u

æ

è
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=-1,故(6)式不成立。

5结果

根据前两节的讨论,现给出本文的主要结果。
定理1 不定方程       (x2+3x+1)2-13y2=-12 (17)

的全部整数解是(x,±y)=(0,1),(-3,1),(-2,1),(-1,1),(-14,43),(11,43)。
证明 由引理2及引理3知,要(3)式成立,则必须n=0,此时x=0,-3。这就给出了(17)式的前两组解。
由引理4及引理5知,要(4)式成立,则必须n=0,此时x=-1,-2。这就给出了(17)式的中间两组解。
由引理7及引理8知,要(6)式成立,则必须n=1,此时x=-14,11。这就给出了(17)式的后两组解。 证毕

推论1 不定方程x(x+1)(x+2)(x+3)=13y(y+1)(y+2)(y+3)无正整数解。
证明 要让(1)式有正整数解,则由(2)式及定理1知,应有y2+3y+1=±43。但这两个方程都无正整数

解。从而方程x(x+1)(x+2)(x+3)=13y(y+1)(y+2)(y+3)无正整数解。 证毕
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OntheDiophantineEquationx(x+1)(x+2)(x+3)=13y(y+1)(y+2)(y+3)

GUOFeng-ming,LUOMing
(SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China)

Abstract:Inthispaper,withtheelementarymethodofrecurrencesequence,congruentformandquadraticresidue,theauthorhas
shownthattheDiophantineequationx (x+1)(x+2)(x+3)=13y (y+1)(y+2)(y+3)hasnopositiveintegersolution.In
theprocessofprovingthisconclusion,theauthorschangetheDiophantineequationtoaformofPell-equation.Accordingtothein-
tegersolutionofthePell-equation,wegetsixclassesofintegersolution.BecauseoftheDiophantineequation,wegetfourclassesof
integersolution.Then,elementarymethodofcongruentformandquadraticresidueareusedtoresearchthem.Afterthat,weargue
thattheDiophantineequationx (x+1)(x+2)(x+3)=13y (y+1)(y+2)(y+3)hasnopositiveintegersolution.Besides,

wecaneasilyfindallintegersolutionofthisDiophantineequation,whicharetrivialsolutions.Elementarytheoryofnumbersisused
throughalltheprocessofproving.Also,thetotalintegersolutionsofDiophantineequation(x2+3x+1)2-13y2=-12are(x,±

y)= (0,1),(-3,1),(-2,1),(-1,1),(-14,43),(11,43)hasbeenproved.Inaword,thepositiveintegersolu-
tionofsuchDiophantineequationresearchbecomesmoreperfectivethroughourwork.
Keywords:diophantineequation;integersolution;recurrencesequence
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