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摘要:本文首先得到了阶数为n、团数为k的连通k-正则图的最大-团横贯数的上界n/k以及n 阶连通无爪3-正则图的最

大-团横贯数的下界n/4,并对达到这些界的极值图进行了刻画。然后对阶数为n、团数为ω(G)的任意图G的减最大-团横

贯数给出了一个紧的下界1+ω(G)-n,同时对阶数为n、团数为k的连通k-正则图的减最大-团横贯数呈现了一个上界

n/k,并刻画了达到这个上界的极值图。
关键词:正则图;无爪;最大-团横贯数;减最大-团横贯数

中图分类号:O157.5 文献标志码:A   文章编号:1672-6693(2013)06-0013-04

本文所考虑的图都是非空、有限的简单图。对于一个顶点集为V、边集为E 的图G=(V,E),∀v∈V,v的开

邻域N(v)定义为与v相邻的顶点集合,即N(v)={u|uv∈E};v的闭邻域为NG[v]=NG(v)∪{v};与顶点v相

邻的顶点数目称为v 的度,记为dG(v)或简单的记为d(v),即d(v)=|NG(v)|。如果对∀v∈V(G),dG(v)=k,
则称图G 为k-正则图。∀S⊆V(G),G 的由S 导出的子图记为G[S]。一般地,用Kn 和Cn 分别表示n 个顶点的

完全图和圈,而用Km,n表示二分集的基数分别为m 和n 的完全二部图。同时,图K3 又叫做三角形,图K1,3又叫

做爪。给定图F,如果图G 不包含F 作为导出子图,则称G 是无F 的。特别地,如果图G 不包含K1,3作为导出

子图,则称G 是无爪的。图Kk+1-e表示在k+1阶完全图Kk+1中删除边e而得到的图。特别地,K4-e又称为

钻石。
若图G 的一个至少有2个顶点的子图C在包含的意义下是一个极大完全子图,则称C 为图G 的一个团,图

G中阶数为m 的团叫做G 的一个m-团,而G 中最大团的顶点数称为G 的团数,记为ω(G)。设G 是一个无孤立

点的图,D⊆V(G),若对图G 的任意一个团C,都有D∩V(C)≠∅,则称D 是G 的一个团横贯集。G 的元素个数

最少的一个团横贯集称为G 的最小团横贯集,G 的最小团横贯集的顶点数称为G 的团横贯数,记为τC(G)。图G
中与图G 的每个最大团都相交的顶点子集称为G 的最大-团横贯集,图G 的包含顶点数最少的最大-团横贯集的

顶点个数称为图G 的最大-团横贯数,记为τM(G)。一个函数f:V(G)→{-1,0,+1}称为图G 的一个减最大-团

横贯函数,如果对于图G 的任意一个最大团Q,∑
v∈V(Q)

f(v)≥1。为了方便,对任意的S⊆V,记f(S)=∑
v∈S

f(v)。

函数f的权定义为W(f)=∑
v∈V

f(v),即W(f)=f(V)。图G 中权最小的减最大-团横贯函数的权称为G 的减最

大-团横贯数,记为τ-
M(G)。其它没有定义的术语和符号请参考文献[1]。

对于图的团横贯集问题已经有了广泛的研究,请参考文献[2-10]或者其它相关文献。在2001年,Chang
等[11]介绍了一个在通讯网络中有着重要应用的概念—最大-团横贯集。文献[11]中主要研究了对于一个给定的

图,寻找具有最小基数的最大-团横贯集的算法方面的问题,其中包括平面图、k-树、强弦图、比较图、距离遗传图

等。随后,在2010年,Lee[12]又介绍了符号最大-团横贯集、减最大-团横贯集与最大-团完美的等概念以及最大-
团横贯集问题的一些变形参数的概念,诸如{ }k-最大-团横贯、k倍最大-团横贯等等。同时,作者证明了平衡图、
强弦图与距离遗传图等是最大-团完美的,而且还给出了一些特殊图类的相应地最大-团横贯参数的算法复杂性

的结果。Wang等[13]研究了一些特殊正则图的符号最大-团横贯数的界与极值图的刻画。
关于图的最大-团横贯问题的研究还处于起步阶段,相应的结果也不多。本文讨论一些特殊正则图的最大-

团横贯数与减最大-团横贯数的界及达到相应界的极值图的刻画。
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1正则图的最大-团横贯数

本节首先对团数为k的k-正则图的最大-团横贯数给出一个上界,并对达到这个上界的极值图进行刻画,然
后再对无爪3-正则图的最大-团横贯数呈现一个下界并刻画达到下界的极值图。

如果一个k-正则图G 不连通,可以考虑其连通分支,从而只需要讨论G 连通的情况。另外,若无特别说明,
本文假设k≥3。

对任意的图G,如果G 没有三角形,则G 的所有团都是2-团,于是由τC(G)与τM(G)的定义,容易得如下命

题。
命题1 如果G 是一个阶数为n 的无三角形的图,则τC(G)=τM(G)。
同时,根据最大-团横贯数的定义还可以得到下面的结果。
命题2 对于一个团数为k的k-正则图G,若k≥2,则τM(G)≥1。并且这个界是紧的。
证明 事实上,G 中至少有一个阶数为k(k≥2)的最大团,于是τM(G)≥1。当G 中只有一个最大团时,等号

成立。 证毕

为了讨论团数为k的k-正则图的最大-团横贯数的上界,下面首先介绍2个必要的引理。
引理1 设G 是一个阶数为n 的连通k-正则图,若k是一个奇数,则n必是偶数。
证明 若n是奇数,则G的所有顶点的度数和kn为奇数,这与任意图中所有顶点的度数和为偶数矛盾。 证毕

引理2[13] 如果G 是一个连通k-正则图,ω(G)=k,那么G 的任意2个不同的最大团或者是顶点不相交的,
或者它们的并的导出子图是Kk+1-e。

如果图G 的一个最大团Q 的顶点集与其余最大团的顶点集不相交,则称Q 是独立的。
为了刻画达到上界的极值图,构造一个连通k-正则图的集合F 如下。
构造1 对于一个整数m≥2(若k是奇数,则m 是偶数),令Fk,m表示m 个k阶完全图Kk 的不相交并中将其所

有k-1-度顶点两两配对,并在配对的k-1-度顶点之间连边,使得Fk,m中的每个顶点的度为k,且Fk,m是连通的。
通过上述构造方法可知,Fk,m是阶数为km 的连通k-正则图,并且ω(Fk,m)=k。图1展示了一个F3,m的例子。

图1 一个F3,m的例子

Fig.1 ExampleofF3,m

令F1={Fk,m|m≥2,k≥3,其中k是奇数,m 是偶数},F2=
{Fk,m|m≥2,k≥3,其中k是偶数,m 是整数}以及F=F1∪F2。

定理1 如果G 是一个阶数为n 的连通k-正则图,ω(G)=
k,则τM(G)≤n/k。等式成立当且仅当G∈F。

证明 由引理2可以设x表示G 中独立k-团的数目,y表

示Kk+1-e的数目。若D 是G 的一个具有最小基数的最大-团
横贯集,则|D|=x+y。于是有

 |V-D|≥(k-1)x+ky≥(k-1)(x+y)=(k-1)|D|   (1)   n=|V-D|+|D|≥k|D| (2)

及|D|≤n
k
,因此τM(G)≤n/k。

对于一个阶数为n、团数为k的连通k-正则图G,下面证明τM(G)=n/k当且仅当G∈F。
如果G∈F,那么存在整数m≥2(当k是一个奇数时,m 是一个偶数),使得G=Fk,m,从而|V(G)|=mk。由

于G 的所有最大团互相独立,为了满足与G 的每个最大团都相交,G 的一个最大-团横贯集D 必定包含G 的每个

最大团中至少一个顶点,所以|D|≥m=mk/k=n/k,于是根据τM(G)≤n/k可得τM(G)=n/k。
反之,对于一个阶数为n、团数为k的连通k-正则图G,如果τM(G)=n/k,则上面证明中的不等式(1)式与

(2)式必须取等号,于是由(k-1)x+ky=(k-1)(x+y)知y=0,即G 仅仅包含独立k-团,并且由n=k|D|知G
的每个顶点包含在某个k-团中,所以G∈F。 证毕

注 在定理1中,当k=3时,F3,m是一个无爪3-正则图,因此,n/3是无爪3-正则图的最大-团横贯数的紧的

上界。
接下来对无爪3-正则图的最大-团横贯数给出一个紧的下界。首先引入一个引理。
引理3[13] 如果G 是一个阶数为n(n>4)的连通无爪的3-正则图,那么对任意的顶点v∈V(G),v包含在至

多1个2-团中。
为了刻画达到下界的极值图,构造一个连通无爪3-正则图的集合如下。
构造2 对于k≥2,令Mk 表示在k个钻石的不相交并中将不同钻石中的所有2-度顶点任意两两配对,并在
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配对的2-度顶点之间连边,使得Mk 中的每个顶点的度为3,而且Mk 是连通的。
通过构造方法可知,Mk 是阶数为4k的连通无爪3-正则图,并且ω(Mk)=3。图2展示了一个Mk 的例子。

图2 Mk

Fig.2 Mk

令M={Mk|k≥2},有如下定理。
定理2 如果G 是一个阶数为n(n>4)的连通无爪3-正则

图,那么τM(G)≥n/4。等式成立的充要条件是G∈M。
证明 由引理3及n>4知,ω(G)=3,G 的每个顶点包含在

G 的至少一个三角形中。又由引理2知,G 的任意两个不同的最

大团或者是独立的,或者它们的并的导出子图是一个钻石。令x
是G 中独立三角形的数目,y是G 中钻石的数目。若D 是G 的一个基数最小的最大-团横贯集,由引理3知

 |V-D|=2x+3y≤3(x+y)=3|D|   (3)         n=|V-D|+|D|≤4|D| (4)

及|D|≥n
4
。因此τM(G)≥n/4。

对于一个阶数为n的连通无爪3-正则图G,下面证明τM(G)=n/4当且仅当G∈M。
假设G∈M,那么存在某个正整数k≥2使得G=Mk,从而|V(G)|=4k。显然,在每个钻石中选择一个3-度

顶点作成的顶点子集一定是Mk 的一个基数为k的最大-团横贯集,于是有τM(G)≤k=n/4。再由前面的证明可

得τM(G)=n/4。
反之,对于一个阶数为n的连通无爪3-正则图G,如果τM(G)=n/4,则不等式(3)式与(4)式必须取等号,由

2x+3y=3x+3y得x=0,即G 中无独立三角形,每个最大团都包含在某个钻石中;由n=4|D|知G 的每个顶点

都包含在某个三角形中,所以G∈M。 证毕

2减最大-团横贯数

本节首先对任意图的减最大-团横贯数给出一个紧的下界,然后对团数为k的k-正则图的减最大-团横贯数

呈现一个上界,并刻画其极值图。
由减最大-团横贯数τ-

M(G)的定义,可以得到下面的结果。
定理3 如果G 是一个阶数为n 的图,ω(G)≥3,则τ-

M(G)≥1+ω(G)-n。并且这个界是紧的。
证明 设f是G 的具有最小权的减最大-团横贯函数。对于任意顶点v∈V(G),如果v不包含在G 的任何

最大团中,那么f(v)=-1。由τ-
M(G)的定义知,对于给定团数和阶数的图G,减最大-团横贯函数f的权随着G

的最大团数目的增加不会减小,因此,当G 的最大团的数目是1时,函数f的权最小。令Q 是G 的一个最大团,
则f(Q)≥1。从而τ-

M(G)≥1-(n-ω(G))=1+ω(G)-n。
假设G 只有唯一的最大团Q,任取Q 中一个顶点v,定义一个函数g:V(G)→{-1,0,+1},使得:g(v)=1;

∀u∈V(Q),若u≠v,则g(u)=0;G 中不在Q 中的其余顶点,其函数值为-1。显然g是图G 的一个减最大-团
横贯数,于是τ-M(G)≤g(V(G))=1+ω(G)-n。结合前面的τ-M(G)≥1+ω(G)-n可得τ-M(G)=1+ω(G)-n。证毕

接下来对团数为k的k-正则图的减最大-团横贯数给出一个上界,并刻画达到上界的极值图。
定理4 如果图G 是一个阶数为n 的连通k-正则图,ω(G)=k,那么τ-

M(G)≤n/k。等式成立的充要条件是

G∈F(F 见“构造1”)。
证明 令a表示G 中所有独立k-团的数目,b表示G 中所有导出子图Kk+1-e的数目。同时,分别记A=

{Gi:Gi=G[{xi1,xi2,…,xik}]}(1≤i≤a)为G 的所有独立k-团的集合,B={Gj:Gj=G[{yj1,zj2,uj3,uj4,…,
uj(k+1)}]}(1≤j≤b)为G 的所有导出子图Kk+1-e的集合,其中,对于1≤j≤b,dGj

(ujt)=k,3≤t≤k+1,
dGj
(yj1)=dGj

(zj2)=k-1。

定义一个函数f:V(G)→{-1,0,+1}如下。对每个Gi,有f(xis)=
+1,1≤i≤a,s=1
0,1≤i≤a,2≤s≤{ k

。对每个Gj:

f(yj1)=f(zj2)=-1,并且f(ujt)=
+1,1≤j≤b,t=3,4
0,1≤j≤b,5≤t≤k{ +1

。

对任意的v∈V(G)-(∪a
i=1V(Gi)∪∪b

j=1V(Gj)),f(v)=-1。于是f(V(Gi))=1,1≤i≤a。令Qj1与Qj2

是Gj(1≤j≤b)中两个最大团,那么f(V(Qj1))=f(V(Qj2))=1,1≤j≤b。
因此f是G 的一个减最大-团横贯函数,注意到

n≥ka+(k+1)b≥k(a+b) (5)
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于是有

τ-
M(G)≤f(V(G))≤∑

a

i=1
f(V(Gi))+∑

b

j=1
f(V(Gj))=a≤a+b≤n

k
(6)

下面刻画达到这些界的极值图,对于一个阶数为n的k-正则图G,ω(G)=k,下证τ-M(G)=n/k当且仅当G∈F。
设G∈F,那么存在k≥3,m≥2(若k为奇数,则m 为偶数),使得G=Fk,m,因此|V(G)|=km,令f是G 的一

个权最小的符号最大-团横贯函数。因为这些最大团相互独立,对任意的v∈V(G),v都包含在某个最大团中。
对于任意的最大团Q,由于f(V(Q))≥1,于是τ-

M(G)≥f(V(G))=m=n/k。从而有τ-
M(G)=n/k。

反之,对于一个阶数为n的k-正则图G,ω(G)=k,假设τ-
M(G)=n/k,下证G∈F。由于τ-

M(G)=n/k要求不

等式(4)式与(6)式都必须取等号,所以b=0并且τ-
M(G)=f(V(G))=a=n/k。于是对于每个顶点v∈V(G),v

仅仅包含在一个最大团中,从而可得G∈F。 证毕
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TheMaximum-cliqueTransversalNumberandtheMinus
Maximum-cliqueTransversalNumberofRegularGraphs
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Abstract:Inthispaper,firstly,weestablishtheupperboundn/konthemaximum-cliquetransversalnumberforak-regulargraphGwith
ordernandcliquenumberk,andthelowerboundn/4onthemaximum-cliquetransversalnumbeforclaw-freecubicwithordern,mean-
while,wecharacterizetheextremalgraphsachievingthesebounds.Next,weestablishatightlowerbound1+ω (G)-nontheminus
maximum-cliquetransversalnumberofanarbitrarygraphGwithordernandcliquenumberω (G).Meantime,wegiveanupperboundn/

kontheminusmaximum-cliquetransversalnumberforak-regulargraphGwithordernandcliquenumberkandcharacterizetheextremal
graphsachievingtheupperbound.
Keywords:regulargraph;claw-free;maximum-cliquetransversalnumber;minusmaximum-cliquetransversalnumber
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