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带有交货期窗口和工件可拒绝的单机排序问题
*
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摘要:讨论了带有交货期窗口和工件可拒绝的单机排序问题﹐这一问题是将所有的工件分成两个集合﹐一个是被接受的

工件集﹐一个是被拒绝的工件集。假设被接受的每个工件都有一个待定的交货期窗口﹐且所有工件的交货期窗口的大

小是相同的﹐如果工件在窗口中完工﹐则不产生任何费用;否则工件提前或延误﹐会产生相应的提前或延误的费用。而

对于拒绝工件而言﹐它的费用只与工件有关。这类问题的总费用是2个工件集的费用之和。目标函数是确定被接受工

件的最优排序﹐极小化总费用﹐给出了一个动态规划算法﹐并证明了这个问题是多项式时间可解的。
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近年来有关交货期窗口的排序问题已广为关注,交货期窗口问题是指:若某个工件在交货期窗口内完工,则
不产生惩罚费用,但是如果工件在窗口之前或之后完工则会产生提前或延误的费用。在许多交货期窗口问题

中,窗口的开始时间和结束时间都是决策变量。Mosheiov和Sarig[1]研究了带有相同交货期窗口的单机排序问

题,目标函数为极小化最大完工时间。Mor和Mosheiov[2]提出了带有维修活动且具有相同大小交货期窗口的单

机排序问题,目标函数是极小化总加权流时间的费用。Liman[3]等研究了将交货期窗口和可退化两种模型结合

起来的单机排序问题,并且将单机的交货期问题进一步阐释。
可拒绝问题是指:在所有需要加工的工件中,某些工件因为外界和自身的因素可能导致被拒绝加工,被拒绝

的工件集的费用可以通过工件集内对应工件的单位费用求出。Shabtay等[4]研究了带有拒绝和位置权函数的单

机排序问题,目标函数是极小化接受工件集和拒绝工件集产生的总费用。Zhang等[5]讨论的是带有拒绝问题的

单机排序问题,目标函数是极小化接受工件的最大完工时间和拒绝工件的费用。Bartal等[6]将带有拒绝的单机

排序问题推广到多个机器的情况,使此类问题得到进一步的推广。Cheng和Sun[7]研究了带有线性退化和拒绝

工件的单机排序问题,目标函数是极小化最大完工时间,加权总完工时间以及拒绝工件集的最大误工费用。

Zhang等[8]研究了可拒绝的带有不确定交货期窗口的单机排序问题。张淑霞和张峰[9]研究了可拒绝的排序问

题,目标函数是极小化总加权完工时间。此外,Cao和Zhang[10]和Zhang等[11]也对可拒绝的排序问题进行了探

讨。
本文考虑带有交货期窗口和工件可拒绝的单机排序问题。给出了一些最优解的讨论,证明了该问题是多项

式时间可解的。第1节给出记号、问题描述。第2节给出了有关最优化的模型及相关的主要结论,给出了一个

动态规划算法。第3节讨论了与位置相关的,加工时间可控的排序问题。最后一节是结论。

1问题描述

工件集J= J1,J2,…,J{ }n ,其中包含了n个相互独立的,无优先约束的工件,所有工件在t=0时刻都是可

加工的,需要将n个工件划分为A 和R2个子集,其中A 表示被接受的工件集,R 表示被拒绝的工件集。若工件

Jj 被拒绝,则产生费用ej,j=1,2,…,n。对于被接受工件需要确定最优排序和交货期窗口,目标函数是极小化

总费用。
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设接受工件集A 中有h 个工件,A 的一个排序为σ= J [ ]1 ,J [ ]2 ,…,J [ ]( )h ,J [ ]j 表示排在第j 个位置的

工件,p [ ]j 表示排在第j个位置的工件的加工时间。C [ ]j ,j=1,2,…,h表示排在第j 个位置的工件的完工时

间。每个工件都有一个待定的交货期窗口[d( )1
[ ]j ,d( )2

[ ]j ],且d( )1
[ ]j ≤d( )2

[ ]j ,j=1,2,…,h,将排在第j个位置的工

件的交货期窗口的开始时间定义为它的加工时间加上一个常数,即d( )1
[ ]j =p [ ]j +q( )1 ,类似的,排在第j个位置

的工件的交货期窗口的结束时间定义为它的加工时间加上一个更大的常数,即d( )2
[ ]j =p [ ]j +q( )2 。排在第j个

位置的工件的交货期窗口可表示为[p [ ]j +q( )1 ,p [ ]j +q( )2 ]。设D [ ]j 为排在第j个位置的工件的交货期窗

口大小,则D [ ]j =q( )2 -q( )1 =D,j=1,2,…,( )h 是一个常量,即所有工件的交货期窗口大小相同,E [ ]j =max
0,d( )1

[ ]j -C [ ]{ }j 表示排在第j个位置的工件的提前时间,T [ ]j =max0,C [ ]j -d( )2
[ ]{ }j 表示排在第j 个位置的

工件的延误时间。接受工件的总费用包括提前、延误、交货期窗口的开始时间和交货期窗口大小的费用。因此,

工件集A 的费用可以描述为F1=α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j ,其中α≥0,β≥

0,γ≥0和δ≥0分别表示提前时间、延误时间、交货期窗口的开始时间和交货期窗口大小的单位费用。工件集R

的费用可以描述为F2=∑j∈Rej,目标函数为极小化总费用

F=F1+F2=α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej

综上,本文所研究的问题可记为

1|rej|α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej (1)

2主要结果

首先,对于工件全部接受的特殊情况,即A= J [ ]1 ,J [ ]2 ,…,J [ ]( )n ,有

F=F1=α∑
n

j=1
E [ ]j +β∑

n

j=1
T [ ]j +γ∑

n

j=1
d( )1

[ ]j +δ∑
n

j=1
D [ ]j (2)

由文献[2],有下面结论:
性质1 如果C [ ]j <d( )1

[ ]j ,则C j[ ]-1 <d( )1
j[ ]-1 。

性质2 如果C [ ]j >d( )2
[ ]j ,则C j[ ]-1 >d( )2

j[ ]-1 。

性质3 在最优排序σ* = J [ ]1 ,J [ ]2 ,…,J [ ]( )n 中,存在某个k和l,使得

q( )1 =p [ ]1 +p [ ]2 +…+p [ ]k =∑
k

j=1
p [ ]j ,q( )2 =p [ ]1 +p [ ]2 +…+p [ ]k +…+p [ ]l =∑

l

j=1
p [ ]j

性质4 在最优排序σ* = J [ ]1 ,J [ ]2 ,…,J [ ]( )n 中,设q( )1 *
=∑

k*

j=1
p [ ]j ,q( )2 *

=∑
l*

j=1
p [ ]j ,则k*=

nδ-( )γé

ë
êê

ù

û
úúα
,l*= nβ-( )δé

ë
êê

ù

û
úúβ
,其中k*,l*为性质3中k,l的最优值。

运用以上结论,可将目标函数(2)作如下化简

∑
n

j=1
E [ ]j =∑

n

j=1
d( )1

[ ]j -C [ ]( )j = p[ ]1 +q( )( )1 -p[ ]( )1 + p[ ]2 +q( )( )1 - p[ ]1 +p[ ]( )( )2 +

…+((p[ ]k +q(1))-(p[ ]1 +…+p[ ]k ))=q( )1 + q( )1 -p[ ]( )1 + q( )1 - p[ ]1 +p[ ]( )( )2 +

…+p[ ]k =∑
k

j=1
jp [ ]j

∑
n

j=1
T[j]=∑

n

j=1

(C[j]-d(2)
[j])= (q(2)+p[l+1])-(q(2)+p[l+1])+((q(2)+p[l+1]+p[l+2])-(q(2)+p[l+2]))+

…+ q( )2 +p[l+1]+p[l+2]+…+p[n-1]+p( )n - q( )2 +p[n( )( )] =p[l+1]+ p l+[ ]1 +p l+[ ]( )2 +…+

p l+[ ]1 +p l+[ ]2 +…+p [ ]( )n = ∑
n

j=l+1
n-( )jp [ ]j

∑
n

j=1
d( )1

[ ]j =∑
n

j=1
p [ ]j +q( )( )1 =∑

n

j=1
p [ ]j +nq( )1 =∑

n

j=1
p [ ]j +n∑

k

j=1
p [ ]j =
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n+( )1 ∑
k

j=1
p [ ]j +∑

n

j=k+1
p [ ]j ∑

n

j=1
D [ ]j =nq( )2 -q( )( )1 =n∑

l

j=k+1
p [ ]j

综上可得

F=∑
k

j=1
αj+γn+( )( )1 p [ ]j +∑

l

j=k+1
δn+( )γ p [ ]j +∑

n

j=l+1
βn-( )j +( )γ p [ ]j =∑

n

j=1
wjp [ ]j (3)

其中wj=
αj+γn( )+1 ,j=1,2,…,k
δn+γ,j=k+1,…,l

βn-( )j +γ,j=l+1,l+2,…,

ì

î

í

ï
ï

ïï n

,表示在排序σ中排在第j个位置上的工件的位置权。

对于工件全部接受的情况,给出如下算法。

算法1 步骤1 根据给定的α,β,γ,δ,运用性质4,求出k*=énδ-( )γ
α ù,l*= nβ-( )δé

ë
êê

ù

û
úúβ
;

步骤2 求出不同位置的wj,并按非增的顺序将其排序,使得w
~

1≥w
~

2≥…≥w
~

n;

步骤3 将工件按照SPT规则排序,即:p [ ]1 ≤p [ ]2 ≤…≤p [ ]n ,此时将w
~

j 与p [ ]j 逆序相乘,便可得到接

受工件集A 的最小费用,即(3)式的最优值。
其次,讨论接受工件集A 中工件个数为h 的情况,由于h=0是平凡问题,所以设1≤h<n,则

F=F1+F2=α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej

其中 F1 =α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j = ∑

k

j=1
αj+γh+( )( )1 p [ ]j +

∑
l

j=k+1
δh+( )γ p [ ]j +∑

h

j=l+1
βh-( )j +( )γ p [ ]j =∑

h

j=1
wjp [ ]j 。

此时

wj=
αj+γh+( )1 ,j=1,2,…,k
δh+γ,j=k+1,…,l

βh-( )j +γ,j=l+1,l+2,…,

ì

î

í

ï
ï

ïï h
(4)

表示在排序σ中排在第j个位置上的工件的位置权。
当1≤h<n时,针对问题(1),给出了如下算法。

算法2 步骤1 根据给定的α,β,γ,δ,运用性质4,求出k*= hδ-( )γé

ë
êê

ù

û
úúα
,l*= hβ-( )δé

ë
êê

ù

û
úúβ
;

步骤2 求出不同位置的wj,并按非增的顺序排序,使得w
~

1≥w
~

2≥…≥w
~

h;
步骤3 将工件按照SPT规则排序,即:p [ ]1 ≤p [ ]2 ≤…≤p [ ]n ;
步骤4 通过解决动态规划问题来确定最优排序。
对于给定的h,设Fj ( )m 是极小化部分排序σ= J1,J2,…,J( )j 的目标函数,其中有m 个工件恰好被接受。
在任意一个这样的排序中,工件Jj 分两种情况:Jj 被拒绝或者Jj 被接受并在机器上加工。

a)Jj 被拒绝。此时在前j-1个工件中,已有m 个工件被接受,因此目标函数值为Fj ( )m =Fj-1 ( )m +ej;

b)Jj 被接受。此时在前j-1个工件中,恰好有m-1个工件被接受,因此目标函数值为 Fj ( )m =Fj-1·

m( )-1 +w
~

jp [ ]j 。综上所述,有如下递推公式Fj ( )m =minFj-1 m( )-1 +w
~

jp [ ]j

Fj-1 ( )m +e{
j

。注意:已考虑的工件中被

接受的m 个工件与余下的未考虑的 n-( )j 个工件之和应不少于h,m≥h- n-( )j 。
因此,有max0,h- n-( )( )j ≤m≤minj,( )h 。
综合以上2种情况,给出以下动态规划算法DP。边界条件F0 ( )0 =0,Fj ( )m =¥对于m=-1和j=m-1,

递推式Fj ( )m =minFj-1 m( )-1 +w
~

jp [ ]j

Fj-1 ( )m +e{
j

,对于给定的h,目标函数值表示如下F* ( )h =Fn ( )h ,最优的目标函
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数值F*可以表示如下F*= min
h=1,…,n

F* ( ){ }h ,其中j≤n,m≤h≤n。

对于给定的h,上述动态规划算法DP中有j≤n,m≤h≤n,所以动态规划算法DP在On( )2 时间内可解。对

于h=1,2,…,n,分别运行算法2,从得到的解中选取目标函数值最小者,即得到问题的最优解。
定理1 问题

1|rej|α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej

存在计算复杂性是On( )3 的最优算法。

3加工时间与位置相关的排序问题

Mosheiov和Sidney[12]研究了有关工件带有学习效应的排序问题,考虑了加工时间为prj=pjraj的模型。本

文所讨论的问题可以扩展到上述加工时间模型,即当工件Jj 排在位置r上时加工时间为prj=pjraj。若有h个

工件被接受,设排序σ= J [ ]1 ,J [ ]2 ,…,J [ ]( )h ,考虑问题

1|prj =pjraj,rej|α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej (5)

通过前几节的讨论,得出下面结果:
目标函数为

F=α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej=

∑
k

j=1
αj+γh+( )( )1 prj +∑

l

j=k+1
δh+( )γ prj +∑

h

j=l+1
βh-( )j +( )γ prj +∑j∈Rej=∑

h

j=1
wjprj +∑j∈Rej

其中,wj 可应用(4)式求出。
通过分析,该问题不能用本文的动态规划算法DP求解,将该问题转化为指派问题:假设工件Jj 排在位置r,

当1≤r≤h时,对应的函数值为wjprjar;当h<r≤n时,对应的函数值为ej。

因此定义一个n×n矩阵C,使得C=(crj)其中crj=
wjprjar,1≤r≤h
ej,h+1≤r≤{ n

 j=1,2,…,n,设yrj∈{0,1},如果工

件Jj 排在第r个位置上,则yrj=1,否则yrj=0,则有如下指派问题。

min ∑
n

r=1
∑
n

j=1
crjyrj

s.t.∑
n

r=1
yrj =1, j=1,…,n

∑
n

j=1
yrj =1, r=1,…,n

yrj ∈ {0,1}, r,j=1,…,n
对于给定的h,上述指派问题在On( )3 时间内可解。对于h=1,2,…,n,分别应用指派问题从得到的解中选

取目标函数值最小者,即得到问题的最优解。
定理2 问题

1|prj =pjraj,rej|α∑j∈AE [ ]j +β∑j∈AT [ ]j +γ∑j∈Ad
( )1
[ ]j +δ∑j∈AD [ ]j +∑j∈Rej

存在计算复杂性是On( )4 的最优算法。

4结论

本文讨论了带有交货期窗口和工件可拒绝的单机排序问题。将所有工件分为2个集合:接受工件集和拒绝

工件集。其中,在接受工件集中每个工件都有一个交货期窗口,且窗口的大小是相同的;而拒绝工件的费用只与

工件有关。证明了这个问题在On( )3 时间内可以求解。此外,进一步讨论了加工时间与位置相关的工件可拒绝

的单机排序问题,对于工件可拒绝问题的其它类型目标函数,以及其他类型的交货期窗口问题,还有待进一步讨

论。
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OperationsResearchandCybernetics

SchedulingaSingleMachinewithJobRejectionandDue-windowAssignment

CHENDong,ZHAOChuan-li
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Westudyasinglemachineschedulingwithjobrejectionanddue-windowassignment.Theschedulingproblemisgivenby

partitioningthejobsintoasetofacceptedandasetofrejectedjobs.Weassumethateveryacceptedjobhasanundetermineddue-
windowandthesizeofdue-windowisidentical.Thereisnocostwherethejobiscompletedduringthedue-window,butthereiscost

wherethejobiscompletedpriororafterthedue-window.Thecostoftherejectedjobsdependsontherejectedjobs.Thecostofthis

problemisthesumcostoftwosetsjobs.Theobjectiveistodeterminetheoptimalsequenceofacceptedjobsandminimizethetotal

costs.Wehaveprovideddynamicprogrammingalgorithms,andshownthattheproblemissolvableinpolynomialtime.

Keywords:scheduling;singlemachine;due-window;rejectedjob;acceptedjob
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