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向量优化问题ε-弱有效解的Lagrange乘子定理
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摘要:本文在邻近锥次似凸性假设下,建立了集值映射向量优化问题ε-弱有效解的Lagrange乘子定理。首先,利用择一

性定理,给出了集值优化问题ε-弱有效解的一个必要性条件。进一步,建立了集值优化问题ε-弱有效解的充分必要条件。
最后,在邻近次似凸性假设下,建立了集值映射向量优化问题ε-弱有效解的Lagrange乘子定理。本文的主要结果推广了

已有文献中的相应结果到近似解的情形,同时将次似凸性条件减弱到邻近次似凸的假设下。
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近年来,集值向量优化问题的研究越来越受到广大学者的重视,在诸多领域如经济、数学规划等中有重要的

应用。集值向量优化问题的近似解是集值向量优化研究的一个重要方面。关于集值向量优化问题的近似解的

研究已有大量文献[1-5]。最近关于集值优化问题的解的Lagrange乘子、对偶、鞍点等问题的研究也取得了一些成

果[6-8]。特别地,Li[6]建立了带集值映射的广义不等式-等式系统的择一性定理,给出了集值向量优化问题的弱极

小元的存在性的Lagrange型和鞍点型必要和充分条件。Rong和 Wu[7]在锥次似凸的假设下,利用Lagrange乘

子推导了集值向量优化问题的标量化结果,ε-鞍点定理和ε-对偶结果。Yang等人[8]提出了邻近次似凸函数的概

念,并给出了邻近次似凸函数的一些性质,同时建立了集值向量优化问题的择一性定理,Lagrange乘子定理和标

量化定理。
受文献[6-8]的启发,本文在邻近锥次似凸性假设下,首先利用择一性定理,给出了集值优化问题ε-弱有效解

的一个必要性条件。进一步,建立了集值优化问题ε-弱有效解的充分必要条件。最后建立了集值映射向量优化

问题ε-弱有效解的Lagrange乘子定理。本文的主要结果推广了文献[6]中的相应结果到近似解的情形,同时减

弱了文献[6]中的次似凸性条件到邻近次似凸的假设下。

1预备知识

对拓扑向量空间Y,令Y*是Y 的拓扑对偶空间,记0Y 是Y 中的零元。令X0 是任意给定的非空集合,Y,Z
和W 是实拓扑向量空间。集合C⊂Y 是一个锥,称C是点的,如果C∩(-C)={0Y}。进一步地,intC表示集合

C 的拓扑内部。记C+是C的对偶锥,C+={φ∈Y*:φ(c)≥0,∀c∈C}。
若∅≠A⊂Y,C⊂Y 是凸锥且intC≠∅。令ε∈C,定义ε-Wmin[A,C]= {y∈A:(y-ε-A)∩intC=∅}。
令C⊂Y 是点闭凸锥且intC≠∅,D⊂Z是非空点凸锥。令F:X0→2Y,G:X0→2Z 和H:X0→2W 是集值映

射。记∅≠X⊂domF∩domG∩domH,其中domF={x∈X0:F(x)≠∅}。
考虑下面的集值向量优化问题

(VP)C-min F(x)
s.t. G(x)∩(-D)≠∅,0W∈H(x),x∈X

记S={x∈X0:x∈X,G(x)∩(-D)≠∅,0W∈H(x)},F(S)=∪
x∈S

F(x)。

基于文献[6-7]的思想,称x∈S是(VP)的ε-弱有效解,如果F(x)∩(ε-Wmin[F(S),C])≠∅。(x,y,z)是
(VP)的ε-弱极小元,如果x∈X,y∈F(x),z∈G(x)∩(-D),0W∈H(x),且y∈F(x)∩(ε-Wmin[F(S),C])。

定义1[8] 集值映射F 在A 上是邻近C-次似凸的,如果cone(F(A)+C)是凸集。

* 收稿日期:2013-01-05  网络出版时间:2013-11-20 14:46
资助项目:国家自然科学基金(No.11301574;No.11271391;No.11171363);重庆市自然科学基金(No.CSTC2012JJA00002)

作者简介:廖伟,男,硕士研究生,研究方向为多目标优化理论与方法,E-mail:lwtyl520@163.com;通讯作者:赵克全,E-mail:kequanz@163.com
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20131120.1446.201306.22_032.html



引理1[8] 令intC≠∅,集值映射F:X0→2Y 在X0 上是邻近C-次似凸的,则i)和ii)有且仅有一个成立:i)
存在x∈X0,使得F(x)∩(-intC)≠∅;ii)存在φ∈C+\{0Y*},满足φ(y)≥0,∀y∈F(X0)。

2Lagrange乘子定理

令L(Z,Y)是从Z到Y 的连续线性算子空间,L+(Z,Y)={T∈L(Z,Y):T(D)⊂C}。(F,G,H)是从X0 到

Y×Z×W 的集值映射,记(F,G,H)(x)=F(x)×G(x)×H(x)。
考虑下面的约束规格[6]

(CQ) ∀(ψ,ξ)∈(D+×W *)\{(0Z*,0W*)},∃x∈X0

s.t. (ψ[G(x)]+ξ[H(x)])∩R-≠∅
其中R-={r∈R:r<0}。

定理1 假设i)intC≠∅,G(x)∩(-intD)≠∅;ii)0∈G(x);iii)(F-y+ε,G,H)是邻近(C×D×{0W})-
次似凸。若(x,y,z)是(VP)的ε-弱极小元,则存在(φ,ψ,ξ)∈ (C+×D+×W *)\{(0Y*,0Z*,0W*)},使得对任意

x∈X0,φ(y)是φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]的φ(ε)-近似解。
证明 由(x,y,z)是(VP)的ε-弱极小元,则y∈F(x)∩(ε-Wmin[F(S),C])。从而有x∈X,y∈F(x),

z∈G(x)∩(-D),0W∈H(x)且系统(F(x)+ε-y)∩(-intC)≠∅,G(x)∩(-D)≠∅,0W∈H(x)无解。
由i)、iii)和引理1知,存在(φ,ψ,ξ)∈(C+×D+×W *)\{(0Y*,0Z*,0W*)},使得

φ[F(x)+ε-y]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]≥0,∀x∈X0 (1)
根据条件ii)有φ(y)=φ(y)+ψ(0Z)+ξ(0W)∈φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]。再由(1)式可得

φ(y)≤φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]+φ(ε),∀x∈X0

即φ(y)是φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]的φ(ε)-近似解,从而命题得证。 证毕

定理2 在定理1的假设下,设G(x),H(x)满足约束规格(CQ)。则(x,y,z)是(VP)的ε-弱极小元当且仅

当(x,y,z)是(VP)的可行点且存在φ∈C+\{0Y*},ψ∈D+,ξ∈W *,使得对任意x∈X0,φ(y)是φ[F(x)]+

ψ[G(x)]+ξ[H(x)]的φ(ε)-近似解,存在T∈L+(Z,Y),使得-T(G(z)∩(-D))⊂(intC∪{0Y})\(ε+intC)。
证明 必要性。若(x,y,z)是(VP)的ε-弱极小元,由定理1知,存在

(φ,ψ,ξ)∈(C+×D+×W *)\{(0Y*,0Z*,0W*)}
使得对任意x∈X0,φ(y)是φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]的φ(ε)-近似解,即

φ(y)≤φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]+φ(ε),∀x∈X0

下面只需证明φ≠0Y*。假设φ=0Y*,则(ψ,ξ)≠(0Z*,0W*)。故由上式得ψ[G(x)]+ξ[H(x)]≥0,∀x∈
X0。与G(x),H(x)满足约束规格(CQ)矛盾。

另一方面,由定理1的证明中的(1)式,取x=x,以及y∈F(x),z∈G(x)∩(-D),0W∈H(x)则有φ(ε)+

ψ(z)≥0。由ψ∈D+和z∈-D 得,ψ(z)≤0。故

-φ(ε)≤ψ(z)≤0 (2)
由φ∈C+\{0Y*},取c0∈intC,满足φ(c0)=1。定义T(z)=c0ψ(z),∀z∈Z。

容易验证,T∈L+(Z,Y)。由(2)式的右边不等式有-T(z)=-c0ψ(z)∈intC∪{0Y}。同时,由(2)式的左

边不等式可得,-T(z)=-c0ψ(z)≤c0φ(ε),即-T(z)∉ε+intC。进一步地,由z在集合G(x)∩(-D)中的任

意性,故有-T(G(z)∩(-D))⊂(intC∪{0Y})\(ε+intC)。
充分性。若存在φ∈C+\{0Y* },ψ∈D+,ξ∈W *,使得对任意x∈X0,φ(y)是φ[F(x)]+ψ[G(x)]+

ξ[H(x)]的φ(ε)-近似解,则

φ(y)≤φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]+φ(ε),∀x∈X0 (3)
由x∈S知,G(x)∩(-D)≠∅,0W∈H(x)。故存在zx∈G(x)和wx∈H(x),使得zx∈-D,wx=0W,且

ψ(zx)≤0,ξ(wx)=0。由(3)式有φ(y)≤φ[F(x)]+ψ[zx]+ξ[wx]+φ(ε)≤φ[F(x)]+φ(ε),∀x∈S。再由φ∈
C+\{0Y*},可以得到[y-F(x)-ε]∩intC=∅,∀x∈S。

因此,y∈ε-Wmin[F(S),C]。又(x,y,z)是(VP)的可行点,故(x,y,z)是(VP)的ε-弱极小元。 证毕

定理3 在定理2的假设下,(x,y,z)是(VP)的ε-弱极小元当且仅当(x,y,z)是(VP)的可行点且存在La-
grange乘子(T,M)∈L+(Z,Y)×L(W,Y),使得
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y∈ε-Wmin[∪
x∈X0
(F(x)+T[G(x)]+M[H(x)]),C] (4)

-T(G(z)∩(-D))⊂(intC∪{0Y})\(ε+intC) (5)
证明 必要性。由定理2有,(x,y,z)是(VP)的可行点且存在φ∈C+\{0Y*},ψ∈D+,ξ∈W * 使得对任意

x∈X0,φ(y)是φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]的φ(ε)-近似解,存在T∈L+(Z,Y),使得(5)式成立。根据定理2
的证明,定义M:W→Y,M(w)=ξ(w)c0。显然,M∈L(W,Y)。故有

φ(y)≤φ[F(x)]+ψ[G(x)]+ξ[H(x)]+φ(ε)=φ[F(x)+T[G(x)]+M[H(x)]+ε],∀x∈X0

由φ∈C+\{0Y*},则有(F(x)+T[G(x)]+M[H(x)]+ε-y)∩(-intC)=∅,∀x∈X0。
同时,y=y+T(0Z)+M(0W)∈F(x)+T[G(x)]+M[H(x)],从而(4)式成立。
充分性。由(4)式有y∉F(x)+T[G(x)]+M[H(x)]+ε+intC,∀x∈X0。对x∈S,有G(x)∩(-D)≠∅,

0W∈H(x)。则存在zx∈G(x),wx∈H(x),zx∈-D,wx=0W,-T(zx)∈C,M(wx)=0Y。故intC-T(xx)⊂intC+
C⊂intC,即intC⊂intC+T(xx)。因此

F(x)+intC+ε⊂F(x)+T(zx)+intC+M(wx)+ε⊂F(x)+T[G(x)]+M[H(x)]+intC+ε,∀x∈S
故y∉F(x)+ε+intC,∀x∈S。再由y∈F(x),∀x∈S,则y∈ε-Wmin[F(S),C]。因此,(x,y,z)是(VP)

的ε-弱极小元。 证毕

注 定理1~3分别将文献[6]中的定理1~3推广到了近似解的情形,并且减弱了文献[6]中的凸性条件到

邻近次似凸的假设。

参考文献:
[1]KutateladzeSS.Convexε-programming[J].SovietMath
Dokl,1979,20:391-393.

[2]LoridanP.ε-solutionsinvectorminimizationproblems[J].
JOptimTheoryAppl,1984,43:265-276.

[3]GutierrezZ,JimenezB,NovoV.Aunifiedapproachandop-
timalityconditonsforapproximatesolutionsofvectoropti-
mizationproblems[J].SIAMJOptim,2006,17:688-710.

[4]GaoY,YangXM.Optimalitycontionsforapproximateso-
lutionsofvectoroptimizationproblems[J].JInd Manag
Optim,2011,7:483-496.

[5]ZhaoKQ,YangXM.Aunifidstabilityresultwithperturbations

invectoroptimization[J].OptimLett.DOI:10.1007/s11590-012-
0533-1.

[6]LiZhong-fei.Lagrangianmultipliers,saddlepoints,anddu-
alityinvectoroptimizationofset-valuedmaps[J].JMath
AnalAppl,1997,215:297-316.

[7]RongW D,WuY N.ε-weakminimalsolutionsofvector
optimizationproblemswithset-valluedmaps[J].JOptim
TheoryAppl,2000,106:569-579.

[8]YangXM,LiD,WangSY.Near-subconvexlikenessinvec-
toroptimization withset-valuedfunctions[J].JOptim
TheoryAppl,2001,110:413-427.

OperationsResearchandCybernetics

ALagrangianMultiplierTheoremofε-weaklyEfficientSolutionsin
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Abstract:Inthispaper,weestablishaLagrangianmultipliertheoremofε-weaklyefficientsolutionsinvectoroptimizationproblems
withset-valuedmapsundertheassumptionofnearlycone-subconvexlike.Firstly,anecessaryconditionofε-weaklyefficientsolu-
tionsisgiveninvectoroptimizationproblemswithset-valuedmapsusinganalternativetheorem.Moreover,asufficientandnecessa-
ryconditionofε-weaklyefficientsolutionsisgiven.Finally,undertheassumptionofnearlycone-subconvexlike,aLagrangianmulti-
pliertheoremofε-weaklyefficientsolutionsisestablishedforvectoroptimizationproblemswithset-valuedmaps.Themainresults
inthisarticleextendthecorrespondingresultsin[6]totheapproximateandmeanwhiletheconvexityconditionof[6]isreducedto
thenearlycone-subconvexlikeassumptions.
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(责任编辑 黄 颖)

42 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn     Vol.30No.6


