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利用舍选抽样法生成随机数
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摘要:利用舍选法生成随机数的理论基础,借助几何概率描述了舍选法的直观意义,找出改进舍选法的途径,并给出优函

数的选择标准,研究了优函数与接受概率的关系;特别讨论了压挤舍选抽样及自适应舍选抽样,并给出压挤函数及包络函

数的选择标准,最后结合 Matlab与Sas软件运用舍选法生成随机数,讨论了几种特殊密度函数随机数的生成算法,并举

例给出了模拟程序。
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用随机模拟方法解决实际问题时,首先要解决的是随机数的产生方法,然而,这项听起来简单的任务在计算

机上并非很容易实现,即使能实现,因为需要调试计算机程序,所以真随机数也不可取。在调试程序过程中,经
常必须对同一计算重复多次,这就要求重复产生一样的随机数序列。科学计算界广为接受的替代方法就是产生

伪随机数。目前关于随机数生成的文献很多[1-5],而舍选法是非常有用的生成方法。Matlab是计算功能最强大

的软件,Sas软件是最专业的统计软件,可以处理各种数理统计问题,进行数据分析。签于此,本文研究了舍选法

生成随机数的理论基础,并给出优函数的选择标准,特别讨论了压挤舍选抽样及自适应舍选抽样,并给出压挤函

数及包络函数的选择标准,最后结合 Matlab与Sas软件运用舍选法生成随机数,并给出了程序。

1利用舍选法生成非均匀随机数

对于数学性质不太好的分布可采用舍选法,它至少在理论上可从任意维数的给定概率分布抽样。舍选法不

是对所产生的随机数都录用,而是建立一个检验条件,利用这一检验条件进行舍选得到所需的随机数。由于舍

选法灵活、计算简单、使用方便而得到较为广泛的应用[6-7]。
定理1 设f(x),g(x)为pdf,h(x)为给定的函数,不一定是pdf,如果按下法进行舍选抽样:

1)生成X~f(x),且X,Y 相互独立;

2)若Y ≤h(X),令Z=X,则Z的pdf为p(z)= f(z)G(h(z))

∫
+¥

-¥
f(y)G(h(y))dy

,其中G(y)=∫
y

-¥
g(x)dx。

证明  P(Z≤z)=P (X ≤z|Y ≤h(x))= P(X≤z,Y ≤h(x))
P(Y ≤h(x)) =∫

z

-¥∫
h(x)

-¥
f(x)g(y)dydx

∫
+¥

-¥∫
h(x)

-¥
f(x)g(y)dydx

=

∫
z

-¥
f(x)G(h(x))dx

∫
+¥

-¥
f(x)G(h(x))dx

,求导可得结论成立。

若(X,Y)~g(x,y),则此舍选法生成随机数的pdf形式为C∫
h(z)

-¥
g(z,y)dy,其中C为实数。

推论1 设Z的pdfp(z)≤M(z),∀z∈R,令C=∫
+¥

-¥
M(x)dx,f(x)=M(x)

C
,h(x)=p(x)

M(x)
,如果按下法
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进行舍选抽样:1)生成X~f(x),U~U[0,1],且X,U 相互独立;2)若U≤h(X),令Z=X,则Z~p(z)。
产生一对随机数(X,U)称作一次试验,一次试验不能保证产生一个随机数Z~p(z),一次试验产生随机数Z

的概率叫做舍选法的接受概率[5],记作p0,即p(z)随机数Z 在取舍原则中被选中的概率(舍选抽样法的效率),
经取舍原则首次接受时已取舍的次数记为N,则

p0=P(U ≤p(X)/M(X))=∫
b

a

p(x)
M(x)f

(x)dx=1C
N~Ge(p0),EN=C,可见C越小,取舍的效率越高。M(z)叫做函数p(z)的优函数,不附加任何条件的优函数

容易找到,好的优函数应该可快速产生X~M(x)/C和高的接受概率,但两者往往相互制约,实用的优函数是两

者的合理妥协,因此舍选法的关键是找出满足下述条件的优函数:1)M(x)应从pdfp(x)的曲线上方尽量接近

p(x);2)容易生成X~M(x)/C。常数优函数产生X~M(x)/C最快、最简单,但往往接受概率太低。

若X 的取值在[a,b]上,且pdfp(x)满足sup
x∈[a,b]

p(x)=f0<¥,取 M(x)=
f0,a≤x≤b
0,{ 其他

,X~U[a,b],U~

U[0,1]且X,U 相互独立,若U≤p(X)/f0 时,令Z=X,则Z~p(z)。可见,当r.vZ 的pdfp(x)在定义域[a,

b]上有界时,可采用此法生成随机数Z~p(x)。显然p0= 1
f0(b-a)

,EN=f0(b-a),可见f0 越小,取舍的效率

越高。
综上所述,舍选抽样法的基本思想是:按照给定的pdfp(x),对易生成的随机数列 r{ }i 进行舍选。舍选的原

则是:在p(x)大的地方,保留较多随机数ri,在p(x)小的地方,保留较少随机数ri,使得到的子样本中ri 的分布

满足pdfp(x)的要求。

已知g(x)在(s,s+h)上取值,且近似线性,即a-b
(x-s)
h ≤g(x)≤b-b

(x-s)
h

,则产生g(x)随机数算法如

下[7]:

1)独立产生U1,U2~U(0,1),令U=min(U1,U2),V=max(U1,U2);

2)如果V≤a/b,转4);

3)如果V≤U+1bg(s+hU),转1);

4)令X=s+hU,则X~g(x)。

推论1′ 如果r.vU~U[0,1],且与pdf为g(x)的Y 独立,则P(Y ≤x|p(Y)
Cg(Y)≥

U)=∫
x

-¥
p(v)dv。显

然推论1与推论1′等价。令g(x)=M(x)
C
,则P(Y≤x|p(Y)

Cg(Y)≥U
)=P(Y≤x|p

(Y)
M(Y)≥U

)=P(Y≤x|U≤h

(Y)),p0=1/C,EN=C。取舍原则是:一个Y 随机数y 被接受当且仅当对于U 随机数u 有p(y)≥Cg(y)u。
利用逆函数法生成随机数往往需要很大的计算量,为此可利用一个简捷的取舍原则[6]:

1)独立生成随机数v1,…,vn~g(x)与随机数u1,…,un~U(0,1),其中g(x)随机数容易生成,g(x)与p(x)
取值差不多且∃C使得p(x)≤Cg(x);

2)对i=1,2,…,如果有p(vi)
Cg(vi)≥ui,就保留vi,否则舍弃,则由推论1′可知保留下来的vi 就成为一系列独立

的p(x)随机数。
设A⊂Ω,Ω 上的均匀分布U(Ω)容易生成,在A 上均匀分布随机向量的舍选算法如下:

1)生成(U,V)∈U(Ω);

2)若(U,V)∈A,则令(X,Y)=(U,V)~U(A);P((U,V)∈A)=μ
(A)

μ(Ω)
称为接受概率,该值越大,接受效率越

高。

推论2 设r.vZ 的pdfp(z)=Lh(z)f(z),其中L=∫
+¥

-¥
f(x)h(x)d( )x

-1

>1,0≤h(z)≤1,f(z)

是r.vX 的pdf,如果按下法进行舍选抽样:

1)生成X~f(x),U~U[0,1],且X,U 相互独立;
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2)若U≤h(X),令Z=X,则Z~p(z)。
推论3 设r.vZ的pdfp(z)=L∫h(z)

-¥g(z,y)dy,其中g(z,y)为随机向量(X,Y)的联合pdf,h(z)在Y 的

定义域上取值,L为规格化常量,如果按下法进行舍选抽样:1)生成(X,Y)~g(x,y);2)若Y≤h(X),令Z=X,
则Z~p(z)。

证明 由于

P(Z ≤z)=∫
z

-¥∫
h(x)

-¥
g(x,y)dydx

∫
+¥

-¥∫
h(x)

-¥
g(x,y)dydx

=∫
z

-¥
L∫

h(x)

-¥
g(x,y)d[ ]y dx,所 以 p(z)=L∫

h(z)

-¥
g(z,y)dy,L =

∫
+¥

-¥∫
h(x)

-¥
g(x,y)dyd( )x

-1
。

注:设X,Y~U(0,1)相互独立,即g(x,y)=f(x)φ(y),则p(z)=Lh(z)f(z)。
推论2 若Y~U(0,1),X~f(x)=M(x)/L,其中M(x)是p(x)的上界函数,则p(x)=M(x)h(x),此时正

是推论1。可见推论1、2是推论3的特例。

2压挤舍选抽样

一般的舍选抽样需要对每个备选抽样Z有一个p(x)值,在p(x)求值昂贵但舍选法却吸引人的时候,压挤

舍选抽样可以提高模拟速度。若非负函数s(x)在p(x)的支撑上处处不超过p(x),则可选s(x)作为压挤函数,
像一般舍选法,也要用到包络M(x)≥g(x),由推论1知算法如下:

1)生成X~f(x),U~U[0,1],且X,U 相互独立;

2)若U≤s(X)
M(X)

,令Z=X,则Z~p(z),然后转到5);

3)否则,确定是否有U≤h(X),如果不等式成立,令Z=X,则Z~p(z),然后转到4);

4)如果X 仍未保留,拒绝其成为目标随机样本之一;

5)返回1),直到达到所需的样本量。
可见,压挤舍选抽样的总接受概率仍为1/C,步骤2)基于s(x)而非p(x)决定时候保留X,算法2),3)对应图

1。当s(x)紧紧靠在p(x)的下方时,且s(x)容易计算,则可大大减少计算量,避免计算p(x)的比例为

∫s(x)dx/∫M(x)dx。

图1 压挤拒绝抽样图示

3自适应舍选抽样

舍选抽样中的关键是构造合适的包络,Gilks和 Wild提出了

一种针对支撑连通区域上连续、可导、对数凹密度的自动包络生

成方法,也成为自适应舍选抽样。
令l(x)=logp(x),假设在某实区间上p(x)>0,可能取值无

穷,p(x)是凹的,满足支撑区域内任意3点a<b<c有l(a)-
2l(b)+l(c)<0。l′(x)存在且随x 的增大单调递减,但可能有间

断点。在点x1<x2<…<xk 处计算l(x),l′(x),如果p(x)的支

撑延伸到-¥,选择x1s.tl′(x1)>0,如果p(x)的支撑延伸到¥,选择xks.tl′(xk)<0。令Tk={x1,…,xk},Tk

上拒绝包络为l在Tk 内各点处切线组成的分段线性上覆盖指数。l(x)在xi 的切线公式由点斜式可得l(xi)+
(x - xi)l′ (xi),在 xi+1 处 得 切 线 为 l(xi+1)+ (x - xi+1)l′ (xi+1),两 切 线 在 点 zi =
l(xi+1)-l(xi)-xi+1l′(xi+1)+xil′(xi)

l′(xi+1)-l′(xi)
处相交,因此l的上覆盖为m*

k =l(xi)+(x-xi)l′(xi),x∈[zi-1,zi],且

i=1,…,k,z0,zk 分别为p(x)支撑区域的下界和上届,可能取无穷大。综上所述,拒绝包络Mk(x)=exp{m*
k (x)}。

Tk 上压挤函数为l 在Tk 内各相邻点的弦组成的分段线性下覆盖指数。l(x)的下覆盖由s*k (x)=
(xi+1-xi)l(xi)+(x-xi)l(xi+1)

xi+1-xi
,x∈[xi,xi+1],i=1,…,k给出。当x<x1 或x>xk 时,令s*k (x)=-¥。这
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样压挤函数为sk(x)=exp{s*k (x)}。

图2 当k=3时,l(x)分段线性内外覆盖

由图2可知,拒绝包络与压挤函数都是分段指数函数,包络具有在

p(x)尾部之上的指数尾部,压挤函数具有有界支撑。
自适应舍选抽样通过选择一个适合的k和相应的网格Tk 来初始化。

第一次迭代像压挤舍选抽样一样进行,分别用 Mk(x),sk(x)作为包络及

压挤函数。当一个备选抽样被接受时,如果满足压挤条件,就不用计算即

可直接接受。不过,它也可能在第二阶段被接受,这是需要计算备选抽样

出的l(x),l′(x),同时接受点加到Tk 中,得到Tk+1,并计算函数 Mk(x),

sk(x)。迭代继续。如果一个新的接受点与Tk 中的点重合,则不必更新

Tk 与Mk(x),sk(x)。
若对点集Tk,定义Li(x)为连接(xi,l(xi))和(xi+1,l(xi+1))的直线函数,其中i=1,…,k-1,则包络函数

m*
k (x)=

min{Li-1(x),Li+1(x)},x∈[xi,xi+1]

L1(x),x<x1
Lk-1(x),x>x

ì

î

í

ï
ï

ïï
k

,并约定L0(x)=Lk(x)=¥,则 m*
k (x)是l(x)的上覆盖,

Mk(x)=exp{m*
k (x)}为p(x)的包络函数。这样生成包络函数可以避免计算l′(x)。笔者希望在p(x)取最大值

的附近网格点最密集,幸运的是,这将自动发生。因为这样的点在迭代中最可能保留,从而被更新到Tk 中。

图3 当k=5且无导数时,l(x)分段线性外覆盖

无导数自适应舍选法的迭代和前面方法一样类似进行,每当新

点保留时,更新Tk、包络和压挤函数。图3演示了无导数自适应舍

选算法,显然包络不如使用l′(x)有效。
总之,不加约束的包络函数M(x)很容易选择,比如常数包络函

数,但接受效率太低,因此它选择标准是:1)容易生成 M(x)/C 随机

数,且易计算M(x),从而提高运算速度;2)M(x)应从上方尽可能接

近p(x),从而提高接受效率。有时候pdfp(x)计算复杂,为较少它

的计算次数,可引进压挤函数s(x)来提高计算速度,它的选择原则

是s(x)应从下方尽可能接近p(x),且容易计算。

4举例说明及软件实现

例4.1 生成Beta(a,b)的随机数。

解:由于pdfp(x)= 1
B(a,b)x

a-1(1-x)b-1,0<x<1,求导可得在x= a-1
a+b-2

处取得最大值D= 1
B(a,b)

·

a-1
a+b
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
a-1

1- a-1
a+b

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
b-1
。故舍选算法如下:

1)生成X~U[0,1],U~U[0,1],且X,U 相互独立;

2)若U≤p(X)/D,令Z=X,则Z~p(z)。若(a-1)/(a+b-2)<0,最大点在0或1达到,相应改变D,上
面方法同样可行;当无最大点时,如a=1,b<1或者a<1,b=1,则按幂分布产生随机数。

Matlab擅长处理数值运算,而Sas擅长统计分析,因此可采用二者所长,更好处理实际问题。若a=4,b=5,
编程如下:

formatlong;a=4,b=5;

d=1/beta(a,b)*((a-1)/(a+b-2))̂(a-1)*((b-1)/(a+b-2))̂(b-1)

dataex1;seed=678;a=4;b=5;d=2.350041224319791;

doI=1to100;
dountil(u<=1/d*x**(a-1)*(1-x)**(b-1));

u=ranuni(seed);x=ranuni(seed);end;

z=x;output; end; run;
例4.2 生成Γ(α,1)随机数。
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解:由于pdfp(x)= 1
Γ(α)x

α-1e-x,α>0,x≥0,若0<α<1,令f(x)=1αe
-x/α,x>0~exp(1/α),L=e

α-1αα

Γ(α)>

1,0≤h(x)= x/α
exp(x/α+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
α-1

≤1,则舍选抽样步骤如下:

1)产生独立的U,V~U(0,1),令Y=-lnVα
;

2)若U≤ Y/α
eY/α
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1

α-1
,令X=Y,则X~Γ(α,1);等价:1)产生独立的U,V~U(0,1),令Y=-lnV;

3)若U≤ Y
eY
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1

α-1
,令X=αY,则X~Γ(α,1);

Ahrens-Dieter(1974)给出的舍选法为:

1)独立产生U,V~U(0,1),c=1+α/e,令Y=cV;

2)当Y≤1时,令X=Yα-1,若U>e-X,转(1);

3)令X=ln[α/(c-Y)],若U>Xα-1,转1),则X~Γ(α,1);

Wallace(1974)提出:记 m=[a],p=a-m∈(0,1),令h(x)=pxm-1e-x
(m-1)!+

(1-p)x
me-x
m!

,x>0,L=

(m-1)! mp

Γ(a)
,f(x)= xæ

è
ç

ö

ø
÷

m
p

1+(1-p)x
m

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú-1
-1
,由此舍选法为:

1)独立产生U,R~U(0,1);

2)若U≤p,独立抽m 个变量U1,…,Um~U(0,1),计算V=-ln(∏m
i=1Ui),转4);

3)若U>p,独立抽m+1个变量U1,…,Um+1~U(0,1),计算V=-ln(∏m+1
i=1Ui);

4)若R≤ æ
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÷
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è
ç
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ø
÷-1 (1-pé

ë
êê

ù

û
úú)
-1
,则X=V,停止;否则转1);

例4.3 生成Z=|ζ|,其中ζ~N(0,1)。

解:因为p(z)= 2
πe

-z2
2= 2

πe
-
(z-1)2
2 e-z,z∈[0,¥),令f(z)=e-z,z>0~exp(1),h(z)=e-

(z-1)2
2 ∈[0,

1],L= 2e
π≈1.32>1

,检验条件U≤h(X)⇔-lnU≥
(X-1)2
2 ⇔

(X-1)2
2 ≤Y췍-lnU,则舍选抽样步骤如下:

1)产生U1~U(0,1),U~U(0,1)且相互独立;

2)令X=-lnU1,Y=-lnU,若
(X-1)2
2 ≤Y,令Z=X,则Z~|ζ|。显然舍选效率p0=1L=0.760

。

法2:令M(y)=e-y,y∈[0,¥)~exp(1),由p(y)
M(y)=

2e
πexp -

(y-1)2{ }2 ≤ 2e
π
,y∈[0,¥),故取C= 2e

π
≈1.32,则产生随机数Z的步骤如下:

1)独立产生随机数η~Exp(1)的和ξ~U(0,1);

2)若ξ≤exp{-(η-1)2/2},或-lnξ≤
(η-1)2
2

,则令θ=η,并转到下一步(3),否则返回1);

3)产生ξ1~U(0,1),令Z=
θ,若ξ1≤

1
2

-θ,若ξ1>

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

1
2

,则Z~|ζ|。

评价生成算法的原则有准、快、少,舍选法从理论上保证生成的随机数严格地具有所要求的密度,生成一个

非均匀随机数所需均匀随机数平均个数取决于接受概率,这与优函数的选择相关,因此优函数尽量满足:快速产

生X~M(x)/C和高的接受概率。
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GenerateRandomNumberbyUsingAcceptanceRejectionMethod

WANGBing-can1,WEIYan-hua1,SUNYong-hui2

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,TianshuiNormalUniversity,TianshuiGansu,741001;

2.CollegeofEnergyandElectricalEngineering,HehaiUniversity,Nanjing210098,China)

Abstract:Itdiscussedthetheoryofacceptancerejectionmethod,describedthegeometricsceneofacceptanceandrejectmethodbyu-
singgeometricprobability,andthen,foundouttheimprovementaboutacceptancerejectionmethod,givenevaluationcriteriaofsu-
periorfunction,discussedtherelationshipbetweensuperiorfunctionandtheprobabilityofacceptance.Itstudiedsqueezeandadap-
tivesamplingmethod,givenevaluationcriteriaofsqueezefunctionandenvelopefunction,usedacceptancerejectionmethodtogener-
atenon-uniformrandomnumbersbyMatlabandSassofeware,discussedalgorithmofgenerationrandomnumberofseveralspecial
densityfunction,giventheprogrambyanexample.
Keywords:randomnumber;acceptancerejectionmethod;acceptanceprobability;squeezefunction;envelopefunction
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