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边界分红策略下跳-扩散风险过程的最优投资
*
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摘要:研究了当分红边界给定时﹐跳扩散风险过程的最优投资和最优红利问题。假设红利支付策略是边界分红策略﹐也

就是当盈余超出一常数边界﹐超出部分立即作为红利支出﹐否则没有红利支出。保险人可以在风险资产和无风险资产

上投资。研究了当分红边界给定时﹐跳扩散风险过程的最优投资策略和最优红利。当理赔为一些特殊分布时﹐给出了

计算最优投资策略和最优红利的方法﹐分别为An=u-ro

σ2 Wn-ρβ
σ

,vn≈

n
>

i=0uih。
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在保险实务中,由于竞争激烈,当保险公司的盈余达到一定水平时,保险公司将降低保费或将盈余的一部分

作为红利分给保单持有者。因此为了更好地描述保险公司的现金流,需在保险风险模型中考虑分红。DeYang
和Zhang[1]对跳扩散风险过程﹐考虑了投资和破产概率﹐得到了破产概率的数值解。自Finetti[2]研究了分红

问题起,很多学者都研究了分红问题,如Linetal[3]Greber和Shiu[4]。特别感兴趣的是两种依赖盈余的红利策

略。一是常数边界分红策略,对于常数边界分红策略,当盈余低于一个常数边界时没有分红;当盈余高于这个常

数边界时,高出部分全部作为红利分出。另外一种分红策略是阀值分红策略,当盈余低于一个常数边界时没有

分红;当盈余高于这个常数边界时,只是把盈余的一部分作为红利分出。Jeanblanc-Picqué和 Shiryaev[5],A
Smussen和 M.Taksar[6]研究了这种类型的分红。

目前很少有文献在红利问题中考虑投资。林祥和杨鹏[7]研究了扩散风险模型下投资和再保险对红利的影

响。因此对跳-扩散风险模型,找到使得红利最大的投资和再保险策略,无论在理论上,还是在保险实务中,都有

着非常重要的意义。因此本文,对于跳-扩散风险模型,综合考虑投资和分红,分红方式为边界分红,给出了红利

和投资策略的计算方法。

1模型和HJB方程

为了使数学上更为严格,假设所有的随机过程和随机变量都定义在完备的概率空间 Ω,F,( )P 上,并且有一

满足通常条件的σ-流 Ft,t≥{ }0 ,即Ft 右连续且P 完备。允许连续交易,不考虑交易费用和税收,且所有资产

都是无穷可分的。
考虑如下的跳-扩散风险模型

dXt=αdt+βdW1
t -d∑

N1t

i=1
Yk (1)

其中α>0是保险公司单位时间的保费收入;{Yk,k=1,2,…}是一列独立同分布的(严格)正值随机变量,共同分布为

F( )y ,密度函数为 ( )fy ,F(0)=0,Yk 表示第k次赔付的大小;{N1(t),t≥0}是参数为λ1>0的泊松过程,表示到时

刻t为止的总的索赔发生次数;{W1
t,t≥0}是标准的布朗运动,β≥0是常数,表示扩散变差参数。此外,假设{Yk,k=

1,2,…},{N(t),t≥0}和{W1
t,t≥0}之间是相互独立的。{Xt,t≥0}为保险公司在t时刻的盈余。

考虑一个金融市场,由2个金融资产组成,其中一个是无风险资产(债券),时刻t的价格{Bt,t≥0}满足下面
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的方程 dBt=r0Btdt
其中r0>0为无风险利率。风险资产(股票),在时刻t时的价格 ( )Pt 满足下面的随机微分方程

dP(t)=μP(t)dt+σP(t)dW2
t

其中μ≥r0>0,σ>0为常数,W (2)
t :t≥{ }0 是标准布朗运动,假设布朗运动 W (1)

t 和 W (2)
t 的相关系数为ρ,即

E W (1)
t W (2)[ ]t =ρt。
在任何时间t,保险公司选择投资策略 ( )At 作为控制变量,一旦 ( )At 给定,则t时刻,保险公司的财富过程为

dXt,( )A = ( )At d ( )Pt
( )Pt + Xt-A( )t

dB(t)
B(t)+dX(t)=

(μ-r0)At+r0Xt+[ ]α dt+βdW
(1)
t +σAtdW (2)

t -d∑
N1t

i=1
Yk (2)

如果 ( )At 关于 Ft,t≥{ }0 可料,且 ( )At 满足条件p∫
T

0
A2 ( )tdt<{ }¥ =1,对于所有T< ¥。则称 ( )At 是

可行策略。
下面考虑边界分红,假设保险公司支付红利以一个常数b>0来控制。当盈余低于b时没有红利支付;当盈

余高于b时,高出的部分全部作为红利支付。对t≥0,设D(t)为到时刻t为止支付的总红利,则支付红利后,在

时刻t,保险公司的盈余X
~

t,( )A =Xt,( )A - ( )Dt 。

破产时刻定义为 Tb=inft>0:X
~

t,( )A ≤{ }0
设δ>0是红利贴现率,DA

x,b为在初始盈余为x,投资策略为A 时,到破产时刻Tb 为止所有红利现值,即

DA
x,b=∫

Tb

0
e-δtd ( )Dt =∫

Tb

0
e-δtI X

~
(t,A)>{ }b dt

对x≥0,用VA x,( )b 表示DA
x,b的期望,即  VA(x,b)=E[DA

x,b|X
~
(0)=x]

投资的目的是使期望红利最大,即找到最优的值函数(期望折现红利的最大值)

V x,( )b =sup
A

VA x,( )b (3)

以及最优的投资策略A*使得 VA*x,( )b =V x,( )b (4)
由Schmidli[8]得到下面的定理。

定理1 假设V x,( )b 是定义在R+上二次连续可微函数,则V x,( )b 满足下面的HJB方程

sup
A

1
2 A2σ2+β2+2ρσβ( )A V″ x;( )b + α+r0x+Aμ-r( )[ ]{ 0 V′ x;( )b -

λ+( )δV x;( )b +λ∫
x

0
V x-y;( )b ( )fy d }y =0,0<x<b (5)

V x;( )b =x-b+Vb-;( )b ,x≥b (6)
由Schmidli[8]方法,容易得到下面的检验定理。

定理2 设W x;( )b 是定义在R+ 上递增二次连续可微的凹函数,是方程(5)和(6)的经典解,那么值函数

V x;( )b 和W x;( )b 是一致的,也就是说W x;( )b =V x;( )b 。进一步,如果可行投资策略A*满足下面的方程

sup
A
{1
2 A*2σ2+β2+2ρσβA( )* V″ x;( )b +[α+r0x+A* μ-r( )0 ]·

V′ x;( )b - λ+( )δ V x;( )b +λ∫
x

0
V x-y;( )b ( )f y dy}=0,0<x<b

则A*是最优投资策略,即W x,( )b =V x,( )b =VA* x,( )b 。

2最优的投资策略

研究最优的投资策略和最优值函数V x;( )b ,给出它们满足的方程。当理赔为一些特殊分布时,给出它们的

计算方法,并进一步给出经济分析。由(5)式 A*=-μ-r0σ2
V′ x;( )b
V′′ x;( )b -ρβσ

(7)

把(7)式代入(5)式
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-12
μ-r0æ

è
ç

ö

ø
÷

σ
2 V′ x;( )( )b 2

V′′ x;( )b + α+r0x- μ-r( )0 ρβé

ë
êê

ù

û
úúσ V′ x;( )b +12β

2 1-ρ( )2 V′′ x;( )b -

λ+( )δ V x;( )b +λ∫
x

0
V x-y;( )b ( )f y dy=0 (8)

设R0= μ-r0æ

è
ç

ö

ø
÷

σ
2
,λ
-
=λ
R0
,r-0=r0

R0
,α-=α

R0
,β
-2=β2

R0
,δ
-

=δ
R0
,γ-=γ

R0
,H ( )y =1-F ( )y ,u(x)=V′(x;b),

则(8)式变为

α-+r-0x-ρβ[ ]
-
u(x)+12β

-2 1-ρ( )2 u′(x)-δ
-

V x;( )b -λ
-∫

x

0
u(x-y)H ( )y dy=12

u(x( ))2

u′(x)
(9)

2.1理赔为指数分布

假设理赔为指数分布,给出值函数、最优投资策略的计算方法。假设,理赔分布为 ( )fy =ke-ky,则 F ( )y =
1-e-ky,H ( )y =e-ky。设v( )y =u(y)eky则有

v′ ( )y =u′(y)eky +kv( )y ,v
′ ( )y - ( )kvy

v( )y =u′(y)
u(y)

(10)

把(10)式代到(9)式

-δ
-

Vs;( )b eks + α-+r-0s-ρβ[ ]
-
v(s)+12β

-2 1-ρ( )2 (v′ ( )s - ( )kvs )-λ
-∫

s

0
v(y)dy=12

v(s( ))2

v′(s)- ( )kvs
(11)

设 ( )W s =
( )vs

v′ ( )s - ( )
é

ë
êê

ù

û
úúkvs
2
,则 1

( )W s
= ( )kvs -v′ ( )s

( )vs =k-v
′ ( )s

( )vs
(12)

把 ( )W s 代到(11)式,得到

-δ
-

Vs;( )b eks + α-+r-0s-ρβ[ ]
-
v(s)+12β

-2 1-ρ( )2 - ( )vs
( )W s -λ

-∫
s

0
v(y)dy=-12v

(s) ( )W s (13)

上式两边对s求导,求导后两边同除以v(s),则获得

-kδ
-Vs;( )b
V′ s;( )b -δ

-

+ -λ
-
+r-( )0 + α-+r-0s-ρβ[ ]

- v′(s)
v(s)-12β

-2 1-ρ( )2

v′ ( )s
( )vs

( )W s -12
W′ ( )s

( )W s
( )W s =

-12
v′(s)
v(s)

( )W s -14
W′ ( )s

( )W s
(14)

设 ( )Zs =Vs;( )b
V′ s;( )b

,则Z( )0 =0,把(12)式和 ( )Zs 代到(14)式,得到

-kδ
-

( )Zs -δ
-

+ α-+r-0s-ρβ[ ]
- k- 1

( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

W s -12β
-2 1-ρ( )2

k- 1
( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

W s
( )W s -12

W′ ( )s
( )W s

( )W s +

-λ
-
+r-( )0 =-12

k- 1
( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

W s
( )W s -14

W′ ( )s
( )W s

(15)

解得

W′ ( )s = β
-2 1-ρ( )2 + ( )[ ]W s -1{-4 ( )( )W s

3
2 -λ

-
+r-0-δ

-

+kα-+r-0s-ρβ( )
-

-kδ
-

( )Zs -é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 +

4α-+r-0s-ρβ
-
+12kβ

-2 1-ρ( )
é

ë
êê

ù

û
úú

2 ( )W s -2 ( )( )k W s 2-2β
-2 1-ρ( )2 ( )W s } (16)

Z′ ( )s = V′ s;( )( )b 2-Vs;( )bV″ s;( )b
V′ s;( )( )b 2 =1+ ( )Zs

( )W s
(17)

因为 ( )W s = ( )vs
( )kvs -v′ ( )s =- ( )us

u′ ( )s =-V
′ s;( )b

V″ s;( )b = σ2

μ-r0
A* ( )s +ρβæ

è
ç

ö

ø
÷

σ

所以 W0= σ2

μ-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

2

A* ( )0 +ρβæ

è
ç

ö

ø
÷

σ = σ2β2ρ2

μ-r( )0
2 (18)

设Wn= ( )W nh ,Zn= ( )Znh ,un= ( )unh ,An= ( )Anh ,则(16)、(17)式离散化为
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Wn+1=Wn+h β
-2 1-ρ( )2 +W[ ]n

-1 -4 W( )n
3
2[-λ

-
+r-0-δ

-

+kα-+r-0nh-ρβ( )
-
-kδ

-

Zn-12
]{ -

2β
-2 1-ρ( )2 W }n +4α-+r-0nh-ρβ

-
+12kβ

-2 1-ρ( )
é

ë
êê

ù

û
úú

2 Wn-2k W( )n
2。 (19)

Zn+1=Zn+h1+
Zn

W
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

n

,Z0=0 (20)

表1 值函数V x;( )b 的取值

μ=0.1
σ=0.1 σ=0.5 σ=0.9

σ=0.1
μ=0.1 μ=0.4 μ=0.5

x=0.2 0.0611 0.1664 0.1801 0.0611 0.0269 0.1328
x=0.3 0.0888 0.2469 0.2677 0.0888 0.0449 0.1822
x=0.4 0.1154 0.3260 0.3536 0.1154 0.0603 0.2229
x=0.5 0.1411 0.4035 0.4380 0.1411 0.0737 0.2576

又因为-u(s)
u′(s)=

( )W s ,所以un+1 ≈un 1- 1
W

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

n
,u0=1。设Vn =V nh;( )b ,则Vn ≈∑

n

i=1
uih,An =μ-r0

σ2
·

Wn -ρβ
σ
。

从上面的分析,可以求得值函数V x;( )b 和最优投资策略A* ( )x 。
算例1 设b=0.5,λ=3,k=1,α

=3.6,δ=0.06,r0=0.04,β=0.1,ρ=
-0.1,h=0.01。则有表1和图1、2。
表1给出了值函数V x;( )b 的取值,图

1、2给出了参数对投资策略A* ( )x 的

影响。

   
      图1 理赔为指数分布,μ=0.1            图2 理赔为指数分布,σ=0.1

  从图1看出,σ越大,A* ( )x 越小;从图2看出μ越大,A* ( )x 越大,这是与实际相符的。因为σ代表风险资

产的变差,σ越大说明风险越大,因此在风险资产上的投资额越少;μ代表风险资产的利率,μ越大投资者的预期

收益越大,因此在风险资产上的投资额越多。

2.2理赔为Pareto分布

假设理赔为Pareto分布,给出值函数、最优投资策略的计算方法。假设理赔额的分布密度为f ( )x =
aba

x+( )b a+1, ( )Fx =1- b
x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a
,因此 ( )H x = b

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a
,把上式代入 (9)式,获得

-δ
-

Vs;( )b -λ
-
∫s0u(s-y) b

y+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a

dy+[α-+r-0s-ρβ
-]u(s)+12β

-2 1-ρ( )2 u′(s)=12
u(s( ))2

u′(s)
(21)

两边对s求导,然后两边同时处以u′(s),有

-δ
-V′ s;( )b
V″ s;( )b -u′ ( )s∫

s

0
u′(s-y) b

y+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a

dy-λ
- b
s+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a 1
u′ ( )s + α-+r-0s-ρβ[ ]

-
+r-0 ( )us

u′ ( )s

-12β
-2 1-ρ( )2

1
( )W s

+14β
-2 1-ρ( )2

( )us
u′ ( )s

W′ ( )s
( )( )W s

3=12
u(s( ))2

u′(s) -14
( )us

u′ ( )s
W′ ( )s

( )W s
(22)

这里 ( )W s =- ( )us
u′ ( )s

,V
′ s;( )b

V″ s;( )b =- ( )W s ,由(22)式解得

W′ ( )s =4 ( )W s β
-2 1-ρ( )2 + ( )[ ]W s -1 ( )W s [-λ

-
( )ms +λ

- b
s+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a 1

( )us -r-0+δ
-

+12
]{ -
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1
2β
-2 1-ρ( )2

1
( )W s
+ α-+r-0s-ρβ[ ] }

-
(23)

其中 ( )ms =∫
s

0

1
W s-( )y

us-( )y
( )us

b
y+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a

dy。

设Wn= ( )W nh ,un= ( )unh ,mn= ( )mnh ,un= ( )unh ,An= ( )Anh ,则 ( )W s 和 ( )ms ,可离散化为

Wn+1=Wn+4h{Wn β
-21-ρ( )2 +W[ ]n

-1{Wn[-λ
-
mn+λ

- b
nh+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a 1
un
-r-0+δ

-

+12
]-

1
2β
-21-ρ( )2

1
Wn
+ α-+r-0nh-ρβ[ ]

- }} (24)

W0= σ2

μ-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

2

A* ( )0 +ρβæ

è
ç

ö

ø
÷

σ = σ2β2ρ2

μ-r( )0
2 ,un+1 ≈un 1- 1

W
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

n
,u0=1,

mn ≈∑
n

i=1

1
Wn-i

un-i

un

b
ih+
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
a

h,m0=0 (25)

表2 值函数V x;( )b 的取值

σ=0.1
μ=0.1 μ=0.2 μ=0.3

μ=0.1
σ=0.1 σ=0.5 σ=0.6

x=0.2 0.0632 0.1252 0.1489 0.0632 0.1406 0.1577
x=0.3 0.0934 0.1865 0.2225 0.0934 0.2005 0.2069
x=0.4 0.1234 0.2476 0.2959 0.1234 0.2544 0.2507
x=0.5 0.1532 0.3084 0.3692 0.1532 0.3042 0.3907

设Vn =V nh;( )b ,则Vn ≈∑
n

i=0
uih,An =μ-r0

σ2 Wn -ρβ
σ
。

从上面的分析,可以求得值函数

V x;( )b 和最优投资策略A* ( )x 。
算例2 设b=1,λ=3,k=1,α=

3.6,δ=0.06,r0=0.04,β=0.1,ρ=-
0.1,h=0.01,a=3,b=2。则有表2
和图 3、4。表 2 给 出 了 值 函 数 V
x;( )b 的取值,图3、4给出了参数对投

资策略A* ( )x 的影响。

      
      图3 理赔为Pareto分布,μ=0.1              图4 理赔为Pareto分布,σ=0.1

从图3可看出,σ越大,A* ( )x 越小,和理赔为指数分布时,变化规律一样。从图4可看出,μ和A* ( )x 之间

没有明确的关系,这与理赔为指数分布时变化规律不同。因为,当理赔为Pareto分布,即重尾分布时,收益是不

确定的,符合实际情况。

3总结

本文,对于跳-扩散风险模型,考虑到边界分红策略,同时考虑了投资。通过应用HJB方程理论,得到了最优

投资策略和值函数满足的方程。当理赔为指数和Pareto分布时,给出了最优投资策略和值函数的计算方法,并
通过算例给出了值函数的数值解,且给出了一些参数对投资策略的影响。推广了林祥和杨鹏[7]的结果。

通过本文的研究,可以指导保险公司进行合理的分红和投资,并且使得财富最大。当然,本文也存在一些不

足,如:没有给出理赔为一般分布时最优投资策略和值函数的显示解,在考虑投资时没考虑金融资产在交易时的
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费用问题。这些不足,将是笔者以后研究的方向。
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UnderBarrierDividendtheOptimalInvestmentForJump-DiffusionRiskProcess

YANGPeng
(DepartmentofBasic,XijingCollege,Xi'anShanxi710123,China)

Abstract:Inthispaper,underbarrierdividendisgiven,weconsideroptimalinvestmentandoptimaldividendforjump-diffusionrisk

process.Weassumethatthedividendpaidpolicyisbarrierstrategy.Thatis,wheneverthesurplusexceedaconstantbarrier,the
excessispaidoutimmediatelyasdividend;otherwisenodividendsarepaid.Theinsurercaninvestinthemoneymarketandinarisk
asset.Whendividendbarrierisgiven,westudytheinsurer’soptimalinvestmentpolicyandoptimaldividend.InYangandZhang
[1],theystudiedruinprobabilityforJump-diffusionriskmodelwithinvestment;obtainnumericalresultsofruinprobability.Inthis

paper,forspecialclaim-sizedistribution,wehadgiventhenumericalcalculationoftheoptimalinvestmentpolicyanddividend.
Meanwhile,wehadgiventheaffectofsomeparametersfordividend.
Keywords:jump-diffusionriskprocess;barrierdividend;investment;Hamilton-Jacobi-Bellmanequation;stochasticcontrol
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