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非线性椭圆问题的非精确牛顿代数多重网格法
*
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摘要:采用基于矩阵图集的粗化算法形成粗点集,构造改进的插值算子,结合V型多重网格法和瀑布型多重网格法的算

法结构,提出了一种改进的代数多重网格(IAMG)法,并估计了该算法的计算量。将IAMG法运用于求解牛顿算法中线

性校正方程,提出了求解非线性椭圆型问题的非精确牛顿代数多重网格(IN-AMG)法。数值实验表明与对比算法相比,

IN-AMG法在求解线性校正方程方面的整体计算量更少、计算时间更短。
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非线性椭圆问题来源于气体动力学、化学等领域(见文献[1,2]),大规模数值解法是工程界和计算数学界的

研究热点之一。许进超提出了求解非线性椭圆问题的两网格法(见文献[3,4]),黄云清、Timmermann、周叔子等

人提出了一类瀑布型多重网格法(见文献[5-11]),这类多重网格方法属于完全逼近格式。多重网格法应用于求

解非线性问题还有另外一类方法:牛顿多重网格法。这类方法是对非线性问题用某种全局线性化方法,比如牛

顿迭代,在每个迭代步,用基本的多重网格法求解一个线性化的方程。2011年禹海雄在博士论文[12]中针对非线

性椭圆问题,提出了非光滑牛顿多重网格算法。即结合几何信息,用V型多重网格法或瀑布型多重网格法求解

线性化方程。类似于文献[12]和非精确牛顿法的思想,为了降低求解线性化方程的计算量,结合基于矩阵图集

的粗化算法,构造改进插值算子,提出一种计算量更经济的代数多重网格(IAMG)法。基于非精确牛顿法的算法

框架,将IAMG法作为牛顿型方法中线性化方程的求解器,给出一种非精确牛顿代数多重网格(IN-AMG)法用

于求解如下非线性椭圆问题

-Δu(x,y)+f(x,y,u)=0, inΩ
u(x,y)=0, on∂{ Ω

(1)

(其中,f(x,y,u)为已知的足够光滑的非线性函数,u(x,y)为足够光滑的待求函数,Ω 为二维凸多边形区域)。
数值实验表明,本文提出的IN-AMG法具有与对比算法相同的计算精度,但前者在求解线性校正方程的计算

量更少、计算时间更短,并具有较强稳健性。

1改进的代数多重网格法

对于偏微分方程离散化线性方程组

Au=Z (2)
其中A=(ai,j)n×n为n 阶稀疏对称正定矩阵,Z为n 维列向量,u为未知n 维列向量,代数多重网格(AMG)法是

常用的一类求解算法。AMG法具有不依赖于问题的几何信息,计算量少,稳健性强的优点。其中粗化算法和

插值矩阵是AMG法的两大重要组成要素。为便于描述,先引入如下定义

定义1[13] 设A∈Rn×n,J=[1,…,n],定义关于矩阵A=[aα,β]α,β∈J的图集G(A)

G(A)={(α,β)∈J×J:aα,β≠0} (3)
其中,α∈J称为顶点,(α,β)∈G(A)称为以α起点,以β为终点的边。

在定义1的基础上,引入如下粗化算法。
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算法1[13] 粗化算法。
步骤1 输入图集G(A),并建立空粗点集C=[];
步骤2 从G(A)中选取从未被访问过的顶点α:

a)将α加入到粗点集C 中,在图集G(A)中将α点标注“被访问过”,

b)选取满足(α,β)∈G(A)的点β将β点都标注为“被访问过”;
步骤3 重复步骤2,直至G(A)中所有点都被访问过。
通过算法1,可以得到图集G(A)中的粗点集C,记C的补集为F,并将C和F 中元素按升序排列,记N 表

示粗点集C中元素个数,记Ni={j:|ai,j|≠0,i≠j}为i点的邻点集,记NC
i=C∩Ni 为i点的邻点中粗点构成

的集合,记粗点i∈C在粗点集C 中的序号记为s=ind(i),记Z=[z1,z2,…,zn]T。

通过算法1,可以得到方程(2)中粗点集C和细点集F,可构造相应的插值矩阵Ph
H=(pi,j)n×N,由Galerkin

方法可得AH:=(Ph
H)TAPh

H,ZH:=(Ph
H)TZ,进而构造粗网格方程

AHuH=ZH (4)

假设方程(4)对应的解uH 已知,针对方程(4)构造插值算子用于将uH∈RN 插值得到细网格上初始值u~∈
RN。本文插值算子Ih

H 如下

u~=Ih
H(uH,Z)=Ph

HuH+ψZ (5)
其中插值矩阵Ph

H 和列向量ψZ 分别如下

Ph
H=(pi,j)n×N=

1, ∀i∈C,j=ind(i)

-ai,k

ai,i
, ∀i∈F,k∈NC

i,j=ind(k)

0, 

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 其它

(6)

ψZ=(φi)n×1=
0, ∀i∈C
zi

ai,i
, ∀i∈

ì

î

í
ïï

ïï F
(7)

为了便于后面的描述,约定下标由小到大表示网格由细到粗,记A1:=A,Z1:=Z,Z2:=ZH。由(6)式可

构造第l+1层到第l层的插值算子Pl
l+1。运用Galerkin方法可形成一系列粗网格矩阵Al,l=2,3,…,L。先给

出求解方程(4)的V型AMG01法。
算法2 V型AMG01法。

fori=1:L-1;Ai+1:=(Pi
i+1)TAiPi

i+1;ui:=ui+Sm1i (Zi-Aiui);Zi+1:=(Pi
i+1)T(Zi-Aiui);

end
uL:=(AL)-1ZL;fori=L-1∶-1∶1;ui:=ui+Pi

i+1ui;ui:=ui+Sm2i (Zi-Aiui);

end
其中Pi

i+1为本文构造的插值矩阵(见(6)式),S为磨光算子,文中S选为共轭梯度法,前后磨光步m1,m2 均取3。
结合文献[14]的思想,在算法2的基础上,提出如下算法。
算法3 改进的代数多重网格算法(IAMG)。
步骤1 调用ν1 次V型AMG01法求解A2u2=Z2 得u*

2 ;
步骤2 将u*

2 插值到细层得u01:=I12(u*
2 ,Z1),令ν2:=0;

步骤3 如果||Z1-A1u01||
||Z1|| ≤ε,令u*

1 :=u01,输出u*
1 ,停机;否则,转步骤4;

步骤4 使用磨光算子S,对u01 磨光一次,令ν2:=ν2+1,转步骤3。
下面讨论算法3的计算量。设步骤1中 AMG01法使用的网格层数为L-1层,则算法3使用的网格层数

为L层。为了估计算法3的计算量,引入文献[15,16]中关于多重网格法计算量的估计方法。
记最细层网格(即第1层)上作一次光滑迭代的工作量为一个单位工作量 WU(WorkUnit),对于d维问题

(d取1,2,3),通常1WU=O(nd),用 WU来度量多重网格法的工作量,并忽略限制和提升过程中的工作量(因
为它们只占整个循环总工作量的10%~20%(见[15,16])),对于d维问题,调用v1 次V型多重网格法的工作
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量为ν1(m1+m2)(1+2-d+2-2d+…+2-(L-1)d)=1-2
-Ld

1-2-dν1
(m1+m2)。由算法3的流程可知,算法3的工作量

为 ν1(m1+m2)(2-d+2-2d+…+2-(L-1)d)+ν2=1-2
-Ld

1-2-dν1
(m1+m2)+ν2-ν1(m1+m2)

2非精确牛顿代数多重网格法

使用五点中心差分格式离散问题(1),可得对应的非线性方程

Fh(u)=0 (8)
牛顿型算法是求解方程(8)常用一类数值方法,文献[7-11]均是使用其求解粗网格非线性方程,该算法的具体

步骤如下:
算法4 牛顿法。
步骤1 给定初始值u0 及误差限ε1,ε2,置k:=0;
步骤2 计算bk=F(uk),若‖bk‖≤ε1,转步骤6;否则,转步骤3;
步骤3 计算F(uk)的Jacobi矩阵F′(uk),记Ak:=F′(uk),转步骤4;
步骤4 解线性方程组 Ak◇uk=-bk (9)

得◇uk,并置uk+1:=uk+◇uk,转步骤5;
步骤5 若‖◇uk‖≤ε2,输出uk+1,转步骤6;否则置k:=k+1,uk:=uk+1,转步骤2;
步骤6 停止,输出有关数据。
借鉴文献[10,12]和非精确牛顿法的思想,使用算法3求解方程(9),提出非精确牛顿代数多重网格(IN-

AMG)法,算法具体过程如下:
算法5 非精确牛顿代数多重网格法IN-AMG。
步骤1 同算法4;
步骤2 同算法4;
步骤3 同算法4;
步骤4 使用算法3求解Ak◇uk=-bk 得近似解◇uk,并置uk+1:=uk+◇uk;
步骤5 同算法4;
步骤6 同算法4。

3数值实验

为了验证本文算法的有效性,在区域Ω:[0,1]×[0,1]上计算如下算例。
算例1 右端函数

f(x,y,u)=-u3+4π2sin(2πy)(esin(2πx)cos2(2πx)-esin(2πx)-
esin(2πx)sin(2πx)+1)+(sin(2πy)(1-esin(2πx)))3

真解为u=sin(2πy)(1-esin(2πx))。
算例2 右端函数

f(x,y,u)=-ueu+2(x+y-x2-y2+4π2sin(2πx)sin(2πy))+

sin(2πx)sin(2πy)+(x-x2)(y-y2)e(sin(2πx)sin(2πy)+(x-x
2)(y-y2))

真解为u=sin(2πx)sin(2πy)+(x-x2)(y-y2)。
选取步长h,使用五点中心差分格式离散上述算例。类似于算法5,本文选用如下插值矩阵

P
-

=(p
-

i,j)n×N=

1,∀i∈C,j=ind(i)

1
m
,∀i∈F,m=|NC

i|

0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 其它

(其中 NC
i 表示NC

i 中元素的个数)作为插值算子,使用L层网格,运用V型AMG法求解方程(9)的非精确牛

顿法作为对比算法。
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为了便于描述,约定如下标注:“grid”表示网格的剖分规模;“L”表示对比算法或算法5中使用代数多重

网格法(算法3或V型AMG法)的层数;“k”表示算法5或对比算法的迭代次数;“∑ν1”表示算法5在迭代过

程中,算法3在步骤1中调用算法2的累和次数;“∑ν2”表示算法5在迭代过程中,算法3在步骤3、步骤4中

的累和磨光次数;“∑ν3”表示对比算法在迭代过程中,调用经典AMG法求解方程(9)的累和次数;“‖uk-u‖¥”

表示最细网格层上算法求出的数值解与问题真解的最大范数误差;“time”表示计算时间(s);算法5与对比算法的

终止条件为相邻两次迭代值2范数误差小于10-6。

表1 对比算法和算法5对算例1的数值结果

grid L
对比算法 算法5

||uk-u||¥ k ∑ν3 time/s ||uk-u||¥ k ∑ν1 ∑ν2 time/s

64 3 2.202E-03 4 21 9.1 2.202E-03 4 19 0 4.5
128 3 5.500E-04 4 24 51.9 5.500E-04 4 20 0 10.4
256 3 1.375E-04 4 24 418.7 1.375E-04 4 20 0 51.6
64 4 2.202E-03 4 22 4.3 2.202E-03 4 20 0 3.2
128 4 5.500E-04 4 24 52.6 5.500E-04 4 20 1 10.6
256 4 1.375E-04 4 27 410.9 1.375E-04 4 23 0 50.7

表2 对比算法和算法5对算例2的数值结果

grid L
对比算法 算法5

||uk-u||¥ k ∑ν3 time/s ||uk-u||¥ k ∑ν1 ∑ν2 time/s

64 3 8.146E-04 4 23 10.0 8.146E-04 4 19 0 4.5
128 3 2.036E-04 4 23 58.6 2.036E-04 4 19 0 10.7
256 3 5.089E-05 4 24 424.7 5.089E-05 4 19 0 53.7
64 4 8.146E-04 4 24 3.4 8.146E-04 4 20 1 2.9
128 4 2.036E-04 4 26 47.5 2.036E-04 4 21 1 9.2
256 4 5.089E-05 4 26 444.2 5.089E-05 4 22 0 54.1
64 5 8.146E-04 4 26 3.4 8.146E-04 4 21 0 2.9
128 5 2.036E-04 4 29 46.5 2.036E-04 4 23 0 9.2

  从表1可以看出,算法5和对比算法具有相同的计算精度和迭代次数k,且k不随求解规模变化而变化,具

有较强稳健性。此外,∑ν2≪∑ν1<∑ν3,可知算法5的整体计算量少于对比算法的整体计算量,因此算法

5的计算时间更短。
从数值试验可以看出本文构造的插值算子以及提出的算法的有效性,可用于求解问题(1)的数值解。
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InexactNewtonAlgebraicMultigridMethodforNonlinearEllipticProblem

LIMing
(DepartmentofMathematics,HongheUniversity,MengziYunnan661100,China)

Abstract:Anewinterpolationoperatorisdesignedbycombiningwiththecoarsegridpoints,whicharegivenbyusingthecoarsening
algorithmbasedonthegraphofthestiffnessmatrix.Animprovedalgebraicmultigrid(IAMG)methodispresentedforlinearequa-
tions,bycombiningwiththestructureofV-cyclemultigridmethodandcascadicmultigridmethod.ThecalculationoftheIAMGal-
gorithmisestimated.AndthealgorithmisusedinsolvingthelinearcorrectionequationofNewtonalgorithm.TheninexactNewton
algebraicmultigrid(IN-AMG)methodisproposedfornonlinearellipticproblem.ThenumericalexperimentshowsthattheIN-
AMGmethodcandecreaseamountofcalculationandreducethecomputationtimegreatly,comparedwiththecontrastalgorithm.
Keywords:interpolationoperator;algebraicmultigridmethod;inexactNewtonalgebraicmultigridmethod;nonlinearellipticproblem
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