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利用最小作用原理研究共振问题的周期解
*

王少敏,杨存基

(大理学院 数学与计算机学院,云南 大理671000)

摘要:文章的主要目的是研究以下二阶系统
u··(t)+q(t)u·(t)=ÑF(t,u(t))

u(0)-u(T)=u·(0)-eQ(T)u·(T){ =0
,a.e.t∈[0,T]的周期解的存在性。在F

(t,x)=F1(t,x)+F2(x)满足假设(A)及F1(t,x),F2(x)满足一些可解性条件下,通过使用最小作用原理获得了2个新的

存在性定理。
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1引言和主要结果

考虑二阶系统
u··(t)+q(t)u

·(t)=ÑF(t,u(t))

u(0)-u(T)=u·(0)-eQ(T)u·(T){ =0
,a.e.t∈[0,T] (1)

其中T>0,q∈L1(0,T;R),Q(t)=∫
t

0
q(s)ds,p(t)=eQ(t),F:[0,T]×RN →R满足如下假设:

(A)F(t,x)对于每个x∈RN 关于t可测,对于a.e.t∈[0,T]关于x是连续可微的,存在a∈C(R+,R+),

b∈L1(0,T;R+)使得 F(t,x)≤a(x )b(t),ÑF(t,x)≤a(x )b(t)。对于x∈RN 和a.e.t∈[0,T]成立。

H1̀
T ={u:[0,T]→RN|u是绝对连续,u(0)=u(T),u

·
∈L2(0,T;RN)}是一个 Hilbert空间,具有范数

‖u‖=∫
T

0
p(t)u(t)2dt+∫

T

0
p(t)u·(t)2d( )t

1
2,∀u∈H1

T。其等价于如下范数 ‖u‖0=∫
T

0
u(t)2dt( +

∫
T

0
u·(t)2d )t

1
2,∀u∈H1

T。相应泛函  φ(u)=
1
2∫

T

0
p(t)u·(t)2dt+∫

T

0
p(t)F(t,u(t))dt。

在H1
T 上连续可微且弱下半连续[1]。在文献[1]中 Wu推导出u∈H1

T 是问题(1)的一个解的充要条件是u
是φ 的一个临界点。

当q(t)≢0,t∈[0,T]时,在假设(A)和一些适当的条件下,通过使用最小作用原理和临界点理论中的极大极

小方法,人们已经获得了很多存在性结果(参见文献[2-10])。特别是,Ma,Tang在文献[5]中获得了如下定理。
定理[5] 设F(t,x)=G(x)+H(t,x)满足假设(A)和以下条件:

i)存在r<4π
2

T2,使得 (ÑG(x)-ÑG(y),x-y)≥-r|x-y|2,∀x,y∈RN;ii)存在f,ω∈L1(0,T;R+)以及α

∈[0,1)使得|ÑH(t,x)|≤f(t)|x|α+ω(t),∀x∈RN,a.e.t∈[0,T];iii)lim
x →+¥

∫
T

0
F(t,x)dt

x 2α =+¥。

则问题
ü(t)=ÑF(t,u(t))

u(0)-u(T)=u·(0)-u·(T){ =0
,a.e.t∈[0,T]在 H1̀

T 上至少存在一个极小化φ 的周期解。

受到这个定理的启发,笔者获得了系统(1)的如下2个存在性定理。
定理1 设F(t,x)=F1(t,x)+F2(x)满足假设(A)以及F1(t,x),F2(x)满足以下条件:
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i)存在ω∈L1(0,T;R),h∈L1(0,T;RN)且∫
T

0
h(t)p(t)dt=0使得F1(t,x)≥(h(t),x)+ω(t),∀x∈RN,

a.e.t∈[0,T];ii)存在k∈L1(0,T;R+)以及α∈(0,2)使得(ÑF2(x)-ÑF2(y),x-y)≥-k(t)|x-y|α,∀x,

y∈RN,a.e.t∈[0,T];iii) lim
x →+¥∫

T

0
p(t)F2(x)dt= +¥。

则问题(1)在 H1̀
T 上至少存在一个极小化φ 的周期解。

定理2 设F(t,x)=F1(t,x)+F2(x)满足假设(A)以及F1(t,x),F2(x)满足以下条件:
i)存在β∈ [0,1),f,ω∈L1(0,T;R+)使得|ÑF1(t,x)|≤f(t)|x|β+ω(t)对 ∀x∈RN,a.e.t∈ [0,

T];ii)存在k∈L1(0,T;R+)且0<∫
T

0
k(t)dt<12d1Td2

使得(ÑF2(x)-ÑF2(y),x-y)≥-k(t)|x-y|2,∀x,

y∈RN,a.e.t∈ [0,T];iii)lim
x →+¥

∫
T

0
p(t)F(t,x)dt

x 2β =+¥。

则问题(1)在 H1̀
T 上至少存在一个极小化φ 的周期解。

2定理的证明

存在一个常数c0>0,使得‖u‖¥=
Δ

max
t∈[0,T]

u(t)≤c0‖u‖,∀u∈H1
T。对任意的u∈H1

T,令H
~
1
T={u∈H1

T|

∫T
0u(t)dt=0},显然,H

~
1
T 是H1

T 的一个子集,且 H1
T=RN췍H

~
1
T,有‖u‖2¥≤T

12‖u
·‖22,∀u∈H

~
1
T(Sobolev不等

式)。‖u‖22≤T2

4π2‖u
·‖22,∀u∈H

~
1
T(Wirtinger不等式)

令d1=min
t∈[0,T]

p(t),d2=max
t∈[0,T]

p(t),则d1>0,d2>0。以下为定理1的证明。

证明 由条件i)和Sobolev不等式,有

∫
T

0
p(t)F1(t,u(t))dt≥∫

T

0
p(t)[(h(t),u- +u~(t))+ω(t)]dt=∫

T

0
p(t)h(t)dt,u( )- +∫

T

0
(p(t)h(t),u~(t))dt+

∫
T

0
p(t)ω(t)dt≥-‖u~‖¥∫

T

0
p(t)|h(t)|dt+∫

T

0
p(t)ω(t)dt≥-C1 ‖u

·‖2+C2 (2)

由条件ii)及Sobolev不等式,有

∫
T

0
p(t)[F2(u(t))-F2(u-)]dt=∫

T

0
p(t)∫

1

0
(ÑF2(u- +su~(t)),u~(t))dsdt=∫

T

0
p(t)∫

1

0
(ÑF2(u- +su~(t))-

ÑF2(u-),u~(t))dsdt=∫
T

0
p(t)∫

1

0

1
s
(ÑF2(u- +su~(t))- ÑF2(u-),su~(t))dsdt≥

-∫
T

0
p(t)∫

1

0

1
sk
(t)|su~(t)|αdsdt≥-‖u~‖α

¥∫
T

0
p(t)k(t)dt≥-C3 ‖u

·‖α
2 (3)

由(2),(3)式,有

φ(u)=
1
2∫

T

0
p(t)u·(t)2dt+∫

T

0
p(t)F(t,u(t))dt≥d1

2 ‖u
·‖22+∫

T

0
p(t)F1(t,u(t))dt+∫

T

0
p(t)[F2(u(t))-

F2(u-)]dt+∫
T

0
p(t)F2(u-)dt≥d1

2 ‖u
·‖22-C1 ‖u

·‖2+C2-C3 ‖u
·‖α

2+∫
T

0
p(t)F2(u-)dt,u∈H1

T

由于有‖u‖0→¥⇔(|u-|2+‖u·‖22)
1
2→¥,u∈H1

T,所以当‖u‖0→¥时,有φ(u)→+¥,从而根据定理1.1[3]和
推论1.1[3],完成了定理1的证明。以下是定理2的证明。

证明 由条件i)有

∫
T

0
p(t)[F1(t,u(t))-F1(t,u-)]dt =|∫

T

0
p(t)∫

1

0
(ÑF1(t,u- +su~(t)),u~(t))dsdt|≤∫

T

0
p(t)∫

1

0
f(t)|u- +

su~(t)|β·|u~(t)|dsdt+∫
T

0
p(t)∫

1

0
ω(t)|u~(t)|dsdt≤∫

T

0
p(t)2f(t)(|u-|β +|u~(t)|β)|u~(t)|dt+

∫
T

0
p(t)∫

1

0
ω(t)|u~(t)|dsdt≤2(|u-|β +‖u~‖β

¥)‖u~‖¥∫
T

0
p(t)f(t)dt+‖u~‖¥∫

T

0
p(t)ω(t)dt=

2|u-|β ‖u~‖¥∫
T

0
p(t)f(t)dt+2‖u~‖β+1

¥∫
T

0
p(t)f(t)dt+‖u~‖¥∫

T

0
p(t)ω(t)dt≤
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12d1-Td2∫
T

0
k(t)dt

4T ‖u~‖2¥ + 4T
12d1-Td2∫

T

0
k(t)dt

|u-|2β∫
T

0
p(t)f(t)d( )t

2

+2‖u~‖β+1
¥∫

T

0
p(t)f(t)dt+

‖u~‖¥∫
T

0
p(t)ω(t)dt≤

12d1-Td2∫
T

0
k(t)dt

48 ‖u·‖22+C1|u-|2β +C2 ‖u
·‖β+1

2 +C3 ‖u
·‖2 (4)

由条件ii)及Sobolev不等式,有

∫
T

0
p(t)[F2(u(t))-F2(u-)]dt=∫

T

0
p(t)∫

1

0
(ÑF2(u- +su~(t)),u~(t))dsdt=∫

T

0
p(t)∫

1

0
(ÑF2(u- +su~(t))- ÑF2(u-),

u~(t))dsdt≥-∫
T

0
p(t)∫

1

0

1
sk
(t)|su~(t)|2dsdt≥-12 ‖u~‖2¥∫

T

0
p(t)k(t)dt≥-Td2

24 ‖u·‖22∫
T

0
k(t)dt (5)

由(4),(5)式,有

φ(u)=
1
2∫

T

0
p(t)u·(t)2dt+∫

T

0
p(t)F(t,u(t))dt≥d1

2 ‖u
·‖22+∫

T

0
p(t)[F1(t,u(t))-F1(t,u-)]dt+

∫
T

0
p(t)[F2(u(t))-F2(u-)]dt+∫

T

0
p(t)F(t,u-)dt≥d1

2 ‖u
·‖22-

12d1-Td2∫
T

0
k(t)dt

48 ‖u·‖22-C1|u-|2β -

C2 ‖u
·‖β+1

2 -C3 ‖u
·‖2-Td2

24∫
T

0
k(t)dt‖u·‖22+∫

T

0
p(t)F(t,u-)dt=

12d1-Td2∫
T

0
k(t)dt

48 ‖u·‖22-

C2 ‖u
·‖β+1

2 -C3 ‖u
·‖2+|u-|2β |u-|-2β∫

T

0
p(t)F(t,u-)dt-C( )1

由于有‖u‖0→¥⇔(|u-|2+‖u·‖22)
1
2→¥,u∈H1

T,所以当‖u‖0→¥时,有φ(u)→+¥,从而根据定理

1.1[3]和推论1.1[3],完成了定理2的证明。
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ResearchPeriodicSolutionsofVibrationProblembytheLeastActionPrinciple
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Abstract:Thepurposeofthispaperistostudytheexistenceofperiodicsolutionsofthefollowingsecondordersystems
ü (t)+q (t)u

· (t)=ÑF (t,u (t))

u (0)-u (T)=u· (0)-eQ(T)u· (T)=0{ ,
a.e.t∈ [0,T]

WhenF (t,x)=F1 (t,x)+F2 (x)satisfiesassumption(A)andF1 (t,x),F2 (x)satisfymanysolvabilityconditions.
Somenewexistencetheoremsareobtainedbytheleastactionprinciple.
Keywords:periodicsolutions;theleastactionprinciple;secondordersystems
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