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弱S-拟正规嵌入子群与有限群的p-超可解性
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摘要:群G的一个子群H 称为在G 中S-拟正规嵌入,如果对于任意的素数p|H ,H 的Sylowp-子群也是G的某个S-

拟正规子群的Sylowp-子群。称群G的子群H 在G 中弱S-拟正规嵌入,如果存在群G 的正规子群T,使得 HT◁G 且

H∩T在G 中是S-拟正规嵌入的,本文利用弱S-拟正规嵌入子群的概念,研究了超可解群的构造,得出了一些新结果:设

群G是p-可解群,p是整除 G 的素因子。1)如果Fp(G)的每一个包含Op′(G)的极大子群在G中弱S-拟正规嵌入,则G
是p-超可解群;2)如果Fp(G)的非循环的Sylowp-子群的任意极大子群在G 中是弱S-拟正规嵌入的,则G 是p-超可解

群。
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利用广义正规子群研究群的结构是群论研究者们感兴趣的课题之一。如果 HK=KH,则群G 的子群H 与

K 称为可置换的。若 H 与G 的每个子群可置换,则称 H 是G 的拟正规子群。在1939年,Ore[1]证明了有限群

的每个拟正规子群都是次正规的。1962年,Ito[2]证明了对有限群G 的每个拟正规子群H,HHG
是幂零群。后

来,Kegel[3]又给出了S-拟正规子群的定义:群G 的子群H 称为在G 中S-拟正规,若 H 与G 的每个Sylow子群

可置换。进一步地,Ballester-Boinches[4]从嵌入子群的角度引入了S-拟正规嵌入子群的概念:称群G 的子群H
在G 中S-拟正规嵌入,如果对于 H 的每个素因子p,H 的Sylowp-子群也是G 的某个S-拟正规子群的Sylow

p-子群。利用子群的S-拟正规嵌入性,群论研究者们已经得到了有限群的许多重要结果[5-12]。2011年,徐满

红[5]引入了弱S-拟正规嵌入子群的概念,分别统一推广了正规子群、拟正规子群、S-拟正规子群、S-拟正规嵌入

子群、c-正规子群等,从而统一推广了若干熟知的重要结果。本文通过对弱S-拟正规嵌入子群的考察,利用子群

弱S-拟正规嵌入性,推广了最近一些结论。文中G 总表示一个有限群,符号和术语都是规范的。

1预备知识

定义1[5] 设H 是G 的子群。称H 在G 中弱S-拟正规嵌入,如果存在群G 的正规子群T,使得HT◁G 且

H∩T 在G 中是S-拟正规嵌入的。
明显正规子群、拟正规子群、S-拟正规子群、S-拟正规嵌入子群、c-正规子群和c*-正规子群[10]都是弱S-拟正

规嵌入子群。但是,反之不然[5]。
引理1[6-7] 1)S-拟正规子群是次正规子群;2)设P 是G 的p-子群,其中p∈π(G),则P 在G 中S-拟正规

当且仅当NG(P)≥Op(G);3)设 H 在G 中S-拟正规,P∈Sylp(H),p为素数。如果P≤Op ( )G 或HG=1,则P
在G 中S-拟正规;4)设 HsG是包含在H 中的G 的所有S-拟正规子群生成的子群,则HsG是唯一包含在H 中最

大的G 的S-拟正规子群,特别地,NG(H)≤NG(HsG)。

引理2[5] 设G 是群,N◁G,H 为G 的弱S-拟正规嵌入子群,则1)H≤M≤G,H 在M 中弱S-拟正规嵌入;
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2)H≤G 且N≤H,则H
N在G

N中弱S-拟正规嵌入;3)设π是一素数集合,若 H 是G 的π-子群,而 N 为π′-子

群,则HN
N在G

N中弱S-拟正规嵌入。

引理3[8] 设N(N≠1)是G 的可解正规子群,如果N∩Φ(G)=1,则N 的Fitting子群F(N)是包含在N 中

的G 的极小正规子群的直积。
引理4[8] 设G 是p-可解群,p是整除|G|的素因子,则CG(Fp(G))≤Fp(G)。
引理5[9] 设G=AB。A 和B 都是G 的子群。令Ap,Bp 分别是A,B 的Sylowp-子群,则ApBp 是G 的

Sylowp-子群当且仅当ApBp=BpAp。

2主要结果

定理1 设群G 是p-可解群,p是整除|G|的素因子。如果Fp(G)的每一个包含Op′(G)的极大子群在G 中

弱S-拟正规嵌入,则G 是p-超可解群。
证明 假设结论不真。设G 为极小阶反例。1)Op′(G)=1。

若N=Op′(G)≠1,先考虑商群G
N,明显Fp

G( )N =Fp(G)
N。设M

N是Fp
G( )N 的极大子群,则 M 是

Fp(G)中包含N 的极大子群。由于M 在G 中弱S-拟正规嵌入,所以利用引理2,MN在G
N中是弱S-拟正规嵌

入的,由此得M
N满足定理的条件。由G 的极小性可知道G

N是p-超可解的,从而G 也是p-超可解的,矛盾于G

的选择。

2)Φ(G)=1且Fp(G)=F(G)=Op(G)。

若T=Φ(G)≠1,因为Op′(G)=1,可知Fp(G)=F(G)=Op(G),即得Fp
G( )T =Op

G( )T =Op(G)
T=

Fp(G)
T。若P1

T是Fp
G( )T 的极大子群,则P1 是F(G)的极大子群。因P1 在G 中是弱S-拟正规嵌入的,由

引理2可得P1

T在G
T中是弱S-拟正规嵌入的,所以G

T满足定理的条件。由G 的极小阶选择可得G
T 是p-超

可解群,且因为所有p-超可解群构成的群类是饱和群系,故G 也是p-超可解的,这矛盾于极小阶反例。

3)Fp(G)=F(G)=N1×…×Nt,其中 Ni(i=1,…,t)是群G 的包含在F(G)中的极小正规子群,并且

Ni =p。
由引理3和情形2)可得F(G)是群G 的包含在F(G)中的极小正规子群的直积。由于G 是p-可解的且

Op′(G)=1,可以知道F(G)是非平凡的初等交换p-群,所以由引理4有CG(F(G))=F(G)。现在令F(G)=P=
N1×…×Nt,其中Ni(i=1,…,t)是群G的包含在P中的极小正规子群。由于Φ(G)=1,对于群G的包含在P中的

每一个极小正规子群N,都存在G 的一个极大子群M,使得G=NM=PM 且有N∩M=1。令 Mp 为M 的Sy-
lowp-子群,则P=P∩G=P∩MN=N P∩( )M = P∩( )M ×N,并且由引理5可得,Gp=PMp。令P1 是Gp 中

包含Mp 的极大子群,记为P2=P1∩P。显然P1=P2Mp 且P2=(P∩M)×(P1∩N)。因为P2∩Mp=P∩Mp,
有p= Gp∶P1 = PMp∶P2Mp = P∶P2 ,从而P2 是P 的极大子群。类似地可得,N*=P1∩N 是N 的极大子

群。因为P2=P1∩P◁Gp,再由引理1可知Gp≤NG(P1)≤NG((P1)sG)。进一步有(P2)sG被Op(G)Gp=G正规化,
所以易知(P2)sG=(P2)G=P∩M。又因为P2 在G 中是弱S-拟正规嵌入的,所以存在群G 的正规子群K,使得

P2K◁G 且P2∩K 在G 中是S-拟正规嵌入的。注意到P2∩K≤Op(G),由引理1,P2∩K 在G 中S-拟正规,从
而P2∩K≤(P2)sG。令(P2)GK=K1,则K1◁G 且P2K=N*K1。由P2K◁G,得 N*K1◁G。进而N*∩K1=
1。否则,若N*∩K1≠1,N*∩K1=N*∩K1∩ N=N*∩N=N*,则N*≤K1,矛盾。如果N∩K1=1,则 N∩
N*K1=N*(N∩K1)=N*,因此 N*=1,故 N =p。若 N∩K1=N,则 N*∩K1=N*,矛盾。综上可知

Ni =p,i=1,2,…,t。

4)最后的矛盾。
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对于任意的i,商群G
CG(Ni)

同构于Aut(Ni)的子群,其中Aut(Ni)是阶为p-1的循环群。由于所有的p-

超可解群构成的群类是饱和群系,故G
∩t

i=1(CG(Ni))
是p-超可解的,再由∩t

i=1 CG(Ni( ))=CG(F(G))可知

G
CG(F(G))=

G
F(G)是p-超可解群,于是G 是p-超可解的,矛盾。 证毕

定理2 设群G 是p-可解群,p是整除|G|的素因子。如果Fp(G)的非循环的Sylowp-子群的任意极大子

群在G 中是弱S-拟正规嵌入的,则G 是p-超可解群。
证明 假设结论不真。设G 为极小阶反例。

令P 为Fp(G)的一个非循环的Sylowp-子群,则Op′(G)≠1。若L=Op′(G)≠1,仍是先考虑G
L。因为

Fp
G( )L =Fp(G)

L=Op
G( )L ,故Fp

G( )L 是一个p-群,对于Fp(G)
L 的极大子群H

L,存在P 的极大子群

P1,使得H=P1T。由于P1 在G 中是弱S-拟正规嵌入的,可由引理2知道P1(L)
L 在G

L 中是弱S-拟正规嵌入

的,所以G
L 满足定理的条件。由G 之极小性选择可知G

L 是p-超可解的,因此G 也是p-超可解的,这与G 是

极小阶反例矛盾。
下证Φ(G)=1。

如果T=Φ(G)≠1,因为G 是p-可解的,所以G
T 是p-可解群,又由于Op′(G)=1,故Fp(G)=F(G)=

Op(G),并且Fp
G( )T =F G( )T =Fp(G)

T。对于Fp
G( )T 的极大子群P1

T,可知道P1 是P 的极大子群。又

由引理2知P1

T在G
T中是弱S-拟正规嵌入的,因此G

T满足定理条件。由G的极小阶选择可知G
T是p-超可解

的,由于所有的p-超可解群构成的群类是饱和群系,所以G也是p-超可解的,这与G的极小阶反例矛盾。
利用以上证明以及引理3可知,F(G)是群G 的包含在F(G)中的极小正规子群的直积。因为G 是p-可解的

且Op′(G)=1,得到F(G)是非平凡初等交换p-群,由引理4知CG(F(G))=F(G)。令F(G)=P= N1×…×
Nt,其中Ni(i=1,…,t)是群G 的包含在F(G)中的极小正规子群。因为Φ(G)=1,对群G 的包含在P 中的每一

个极小正规子群N,都存在G 的一个极大子群M 使得G=MN 并且N∩M=1。令 Mp 是M 的Sylowp-子群,

P=P∩G=(P∩M)×N,则Gp=PMp。令P1 是Gp 中包含Mp 的极大子群,记P2=P1∩P,则P1=P2Mp,所以

P2∩Mp=P∩Mp,因此p= Gp∶P1 = PMp∶P2Mp = P∶P2 ,故P2 是P 的极大子群。同理可得N*=P1∩
P 是N 的极大子群。由于P2 在G 中是弱S-拟正规嵌入的,则存在群G 的正规子群K,使得P2K◁G 且P2∩K
在G 中S-拟正规嵌入。由引理1,P2∩K 在G 中S-拟正规,从而有P2∩K≤(P2)sG。设(P∩M)K=K1,则

K1◁G且P2K=N*K1,这与定理1中情形3)的证明类似,可以得N*=1,进一步得 N =p。

对任意的i,商群G
CG(Ni)

同构于Aut(Ni)的子群,其中Aut(Ni)是阶为p-1的循环群。因为所有的p-超

可解群构成的群类是饱和群系,再由G
∩t

i=1(CG(Ni))=
G
CG(F(G))

可得G 是p-超可解群,矛盾。 证毕

定理3 设群G 是p-可解的,p是整除 G 的素因子且(G ,p-1)=1。如果Fp(G)的非循环的Sylowp-
子群的任意极大子群在G 中是弱S-拟正规嵌入的,则G 是p-幂零的。

证明 假设结论不真。设G 为极小阶反例。设P 为Fp(G)的一个非循环的Sylowp-子群,类似于上面定理

的论证,可得1)Op′(G)=1;2)Φ(G)=1且Fp(G)=F(G)=Op(G);3)F(G)=P=N1×…×Nt,其中Ni(i=1,

…,t)是群G 包含在F(G)中的极小正规子群且是p 阶循环群;4)对于每个极小正规子群 Ni,G(CG(Ni))
是

p-1阶循环群,因为(G ,p-1)=1,又有G=CG(Ni),这导致G=CG(F(G))=F(G)=Op(G),矛盾。 证毕
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WeaklyS-QuasinormallyEmbeddedSubgroupsandp-SupersolvabilityofFiniteGroups

YANGLi-ying1,ZHONGGuo1,WEIHua-quan1,2,MAXuan-long1

(1.SchoolofMathematicalScience,GuangxiTeachersEducationUniversity,Nanning530023;

2.CollegeofMathematicsandInformationScience,GuangxiUniversity,Nanning530004,China)

Abstract:AsubgroupHofafinitegroupGiscalledS-quasinormallyembeddedinGifforeachprimep| H ,aSylowp-subgroup

ofHisalsoaSylowp-subgroupofsomeS-quasinormalsubgroupofG.AsubgroupHofGiscalledweaklyS-quasinormallyem-
beddedinGifthereexistsanormalsubgroupTofGsuchthatHT◁GandH∩TisS-quasinormallyembeddedinG.Usingthis

concept,weinvestigatethestructureofp-supersolvablegroupsandobtainsomenewresultsabouttheweaklyS-quasinormallyem-
beddedsubgroupsasfollows.LetGbeap-solvablegroupandpaprimedivisorofG .1)IfeverymaximalsubgroupofFp(G)

containingOp′(G)isweaklyS-quasinormallyembeddedinG,thenGisp-supersolvable;2)Ifeverymaximalsubgroupofnoncyclic

Sylowp-subgroupofFP(G)isweaklyS-quasinormallyembeddedinG,thenGisp-supersolvable.

Keywords:p-supersolvablegroups;weaklyS-quasinormallyembeddedsubgroups;finitegroups
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