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h-正则函数的一类Hilbert边值问题
*

司 中 伟

(乐山师范学院 数学与信息科学学院,四川 乐山614004)

摘要:设R0,n 是由n维实线性空间的基e1,e2,…,en 生成的实Clifford代数,其中e2i = -1,eiej+ejei = -2δij,δij 为通常

的 Kroneckerδ函数,i,j=1,2,…,n。e0 是单位元。基于实Clifford代数R0,n 可以分解为R0,n =Re0+(R0,n-Re0)形

式的唯一性,通过附加2n-1 个边值条件,最后得到了上半平面内h-正则函数的一类 Hilbert边值问题的唯一解,其中h=

∑
n

i=0
hiei。首先给出了h-正则函数在Rn+1 中的基本解。通过作对称函数扩张的方法,得到了下半平面内的一类h*-函数,

这里h* =∑
n-1

i=0
hiei-hnen。通过把Hilbert边值问题转化为Riemann边值问题的思想,并借助于h-正则函数的刘维尔型

定理及延拓定理,给出了上半平面内h-正则函数的 Hilbert边值问题的解的具体表达式。
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众所周知,Helmholtz方程在物理工程应用等方面有重要的作用。有学者研究了一类 Helmholtz方程及其

Riemann边值问题[1-2]。本文所要研究的h-正则函数与Helmholtz方程有密切的关系。所谓h-正则函数,即在开

集Ω中满足方程Dxu(x)+û(x)h=0的一类函数,其中Dx=∑
n

i=0
ei∂xi

,û(x)=∑
A

(-1)#AuA(x)eA,#A表示A

中元素的个数,h=∑
n

i=0
hiei是多向量常数。若φ(x)是Helmholtz方程Δφ-|h|2φ=0在Rn+1中的任意解,则Dxφ

-φ̂h 是一类h-正则函数。
本文主要讨论了h-正则函数在上半平面内的Hilbert边值问题,并得到了唯一解。此外本文只考虑n=2m

的情形。

1预备知识

设 R0,n 是由实线性空间的基e1,e2,…,en 生成的实Clifford代数,其中e2i=-1,eiej+ejei=-2δij,δij 为通常

的 Kroneckerδ函数,i,j=1,2,…,n。e0 是单位元。任意的b∈R0,n,则b具有形式b=∑
β
bβeβ,其中bβ∈R,

eβ =eβ1eβ2
…eβh

,1≤β1 <β2 < … <βh ≤n。b的共轭表示为b=∑
β
bβeβ,eβ =eβh

…eβ2eβ1
,e0=e0,ej=-ej,

j=1,2,…,n。b∈R0,n,其中e0的系数b0称为b的实部。若x∈Rn+1,即x=∑
n

j=0
ejxj 称为Rn+1中的多向量形式,

或表示为x=Zx +enxn 或x= (Zx,xn),其中Zx =∑
n-1

j=0
xjej。对于b=∑

β
bβeβ,可以将b分解成形式b=b0e0+

∑
β≠e0

bβeβ,易证这种分解形式是唯一的。规定Reb=b0,Imb=∑
β≠e0

bβeβ。特别的,有Rex=x0,Imx=∑
n

i=0
xiei。

显然这种分解形式是经典复分析中复数分解为实部与虚部形式的推广。
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规定Rn+1
+ ={x xn>0},Rn+1

- ={x xn<0},Rn+1
0 ={x xn=0},Rn+1

+ =Rn+1
+ ∪Rn+1

0 ,Rn+1
- =Rn+1

- ∪Rn+1
0 。

Clifford代数中[3-6]的模定义为 b = (b,b)=(∑
β
b2β)

1
2。定义Rn+1 中的Dirac算子为Dx =∑

n

i=0
ei∂xi

。

定义1[7] 设Ω 为Rn+1 的开集。u(x)称为h-正则函数,若在Ω中,u(x)满足Dxu(x)+û(x)h=0,其中h
为多向量常数。

引理1[8] h-正则函数在 Rn+1中的基本解为gA(r)=[DxGn+1(r)]eA-Gn+1(r)êAh,对所有的A:0≤α1<

α2<…<αk≤n,其中Gn+1(r)=(11-n
1

rn-1+bn-2
1

rn-2+…+bm
1
rm)e- h r,r= x 。

本文假定¥点是Rn+1
0 中的点。

定义2[9] 设f是定义在 Rn+1
0 上的 R0,n-1-值的连续函数。f 称为 R0,n-1-值的指数为μ(0<μ<1)的

Ĥμ(Rn+1
0 )函数,若f满足下列条件

f(x)-f(y)≤C1 x-y μ,x,y∈B(O;R)⊂Rn+1
0

f(x)-f(y)≤C2 x-1-y-1 μ,x,y∈(Rn+1
0 \(B(O;R))∪∂B(O;R))

这里R>0是任意的常数,B(O;R)=t∈Rn+1
0 :t ≤{ }R 是Rn+1

0 中半径为R 的球,C1,C2 是依赖于R 和f 的常

数,∂B(O;R)是B(O;R)的球面。

引理2[8] 设u(x)是上半平面 Rn+1
+ 内的h-正则函数。定义u*(x)=∑

n∉A

[uA(x*)eA -uAn(x*)eAn],则

u*(x)是Rn+1
- 内的h*-正则函数,其中x* =Zx -xnen,h* =∑

n-1

k=0
hkek-hnen 。

定义3 设f是R0,n-1-值的 Ĥμ(Rn+1
0 )函数。定义

F(x)= 1
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)f(y)+Gn+1(r)n(y)f̂(y)h]ds(y)=
Δ

lim
R→+¥

1
ωn+1∫y ≤R

[DyGn+1(r)n(y)f(y)+Gn+1(r)n(y)f̂(y)h]ds(y)

这里x=Zx+xnen∈Rn+1
± ,ωn+1是Rn+1中单位球的表面积,n(y)是Rn+1

0 中指向Rn+1
- 方向的单位法向量,ds(y)是

Rn+1
0 上关于积分变量y的测度。

定义4 设f是R0,n-1-值的 Ĥμ(Rn+1
0 )函数。定义

(Sf)(t)= 1
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(τ)n(y)f(y)+Gn+1(τ)n(y)f̂(y)h]ds(y)=
Δ

lim
R→+¥

ε→0+

1
ωn+1∫y ≤R

y-t ≥ε

[DyGn+1(τ)n(y)f(y)+Gn+1(τ)n(y)f̂(y)h]ds(y)

其中τ= y-t ,t∈Rn+1
0 。

引理3[8,10] F(¥)=lim
x→¥

  x∈Rn+10

F(x)=0。

2h-正则函数的Hilbert边值问题

引理4[8,11-12] (Riemann边值问题)求一个函数u(x)使其满足下列方程

Dxu(x)+û(x)h=0,x∈Rn+1
+

Dxu(x)+û(x)h′=0,x∈Rn+1{
-

(1)

使其在无穷远处取值为零且满足边界条件u+ (t)=u- (t)G+g(t),t∈Rn+1
0 ,其中h′=ĜhG-1,G-1 存在,h=

∑
n

k=0
hkek 为多向量常数,g(t)为R0,n-1-值的Ĥμ(Rn+1

0 )函数。则满足边值条件(1)的解是唯一的,且其解具有形式
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u(x)=

1
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)g(y)+Gn+1(r)n(y)ĝ(y)h]ds(y),x∈Rn+1
+

1
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)g(y)+Gn+1(r)n(y)ĝ(y)h]ds(y)G-1,x∈Rn+1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï -

定理1 寻求在Rn+1
+ 内的R0,n-值的h-正则函数u(x),使其连续延拓到Rn+1

0 ,且满足正边值条件

Re(u+(t)λeA)=fA(t),t∈Rn+1
0 (2)

要求u(x)在无穷远处取值为零,其中eA:{en,e1n,…,en-1en,…,e123…n},A 取 α1,α2,…,α{ }k 中2n-1 个所有不同的

组合,(0≤α1 <α2 < … <αk ≤n),fA ∈ Ĥμ(Rn+1
0 )为实值函数,λ=∑

n-1

k=0
λkek,h=∑

n-1

k=0
hkek 是任意给定的多向

量常数,则该Hilbert边值问题是唯一可解的,且其解具有形式

u(x)= 2
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)(∑
n∉A

vAn(y)eAn)+Gn+1(r)n(y)(∑
n∉A

v̂An(y)eAn)h′]ds(y)λ-1

其中vA(x)=(-1)
k(k+1)
2 fA(x),k为A 中元素的个数,h′=λ̂-1hλ。

证明 考虑函数v(x)=u(x)λ,x∈Rn+1
+ 。注意到在Rn+1

+ 内v(x)满足方程Dxv(x)+v̂(x)h′=0,其中h′=

λ̂-1hλ=∑
n-1

k=0
h′

kek 。

定义W(x)=
v(x)=∑

A
vA(x)eA,x∈Rn+1

+

∑
n∉A

[vA(x*)eA -vAn(x*)eAn],x∈Rn+1

ì

î

í

ï
ï

ïï -

,W(x)是 Rn+1
+ 内的h′- 正则函数。由引理2知,

W(x)为Rn+1
- 内的h′*-正则函数。由于h′* =h′,故W(x)为Rn+1

+ ∪Rn+1
- 内的h′-正则函数。

边界条件(2)可以改写为Re(W+(t)eA)=(-1)
k(k+1)
2 vA(t)=fA(t),k为A 中元素的个数。W(x)满足边值条

件W+ (t)-W- (t)=2∑
n∉A

vAn(t)eAn,t∈Rn+1
0 。由引理4,有

W(x)= 2
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)(∑
n∉A

vAn(y)eAn)+Gn+1(r)n(y)(∑
n∉A

v̂An(y)eAn)h′]ds(y),x∈Rn+1
+

因此有

u(x)=W(x)λ-1= 2
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)(∑
n∉A

vAn(y)eAn)+Gn+1(r)n(y)(∑
n∉A

v̂An(y)eAn)h′]ds(y)λ-1

其中vA(x)=(-1)
k(k+1)
2 fA(x),k为A 中元素的个数,h′=λ̂-1hλ。 证毕

对于eA 不包含en 的情形,有以下定理。
定理2 寻求一个在 Rn+1

+ 内的 R0,n- 值的h- 正则函数u(x),使其连续延拓到 Rn+1
0 ,满足正边值条件

Re(u+ (t)λeA)=fA(t),t∈Rn+1
0 ,且要求u(x)在无穷远处取值为零,其中eA:{e1,e2,…,en-1,…,e123…n-1},A 取

α1,α2,…,α{ }k 中2n-1 个所有不同的组合,(0≤α1 <α2 < … <αk ≤n-1),fA ∈ Ĥμ(Rn+1
0 )为实值函数,λ=

∑
n-1

k=0
λkek,h=∑

n-1

k=0
hkek 是任意给定的Clifford多向量常数,则该问题是唯一可解的,其解具有形式

u(x)= 2
ωn+1∫Rn+10

[DyGn+1(r)n(y)(∑
n∉A

vA(y)eA)+Gn+1(r)n(y)(∑
n∉A

v̂A(y)eA)h′]ds(y)λ-1

其中vA(x)=(-1)
k(k+1)
2 fA(x),k为A 中元素的个数,h′=λ̂-1hλ。
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SomeHilbertBoundaryValueProblemforh-RegularFunctions

SIZhong-wei
(SchoolofMathematicsandInformationScience,LeshanNormalUniversity,LeshanSichuan614004,China)

Abstract:LetR0,nbetherealCliffordalgebrageneratedbyvectorse1,e2,…,en,wheree2i=-1,eiej+ejei=-2δij.e0istheunit
element.BasedontheuniquedecompositionofR0,n=Re0+ (R0,n-Re0),theauthorsrestrict2n-1boundaryconditions,atlastthe

uniquesolutionofHilbertboundaryvalueproblemforh-regularfunctionsintheabovehalfspaceisobtained,whereh=∑
n

i=0
hiei.

Wefirstgivethefundamentalsolutionforh-regularfunctionsinRn+1.Thenbyexpansionofsymmetricfunction,wegetah*-regu-

larfunctioninthebelowhalfspace,whereh* =∑
n-1

i=0
hiei-hnen .WiththehelpofLiouvilletypetheoremandextensiontheorem,we

translatetheHilbertboundaryvalueproblemintoRiemannboundaryvalueproblemandtherepresentationofthesolutionforthe
Hilbertboundaryvalueproblemofh-regularfunctionsisobtained.

Keywords:h-regularfunction;Ĥμfunction;Hilbertboundaryvalueproblem
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