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一类等式约束非线性优化问题的序列二次规划新方法
*
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摘要:本文提出一类新的序列二次规划方法来求解等式约束的非线性优化问题,方法不使用罚函数,避开了罚因子的选取

对数值结果的影响,也不采用滤子技巧,去除了滤子方法中的恢复过程。在两个温和条件的假设下,步长的选取不需要目

标函数和约束违反度的充分下降,扩大了算法的适用范围,证明了算法的全局收敛性。使用 Matlab软件,编写了算法的

程序,进行了数值试验,并与著名的优化软件LANCELOT比较,结果表明算法强健有效。
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考虑如下一般的等式约束的非线性优化问题

minf(x)
s.t.hj(x)=0,j∈ε

(1)

其中x∈Rn,ε={1,2,…,m},f,hj(j∈ε)是定义在Rn 上的二次连续可微函数。
序列二次规划方法(SQP)是求解问题(1)的一种典型方法。假定xk 是当前迭代点,SQP方法求解如下的二

次规划子问题

min(gk)Td+12d
TBkd

s.t.hk
j+(ak

j)Td=0,j∈ε
(2)

其中gk=Ñf(xk),hk
j=hj(xk),ak

j=Ñhj(xk),Bk∈Rm×n是xk 处拉格朗日函数的 Hessian阵或其近似。取dk 是

子问题(2)的解,新的迭代由线搜索xk+1=xk+αkdk 产生,其中步长αk∈(0,1],它的选取使得带罚因子的罚函数

满足充分下降条件。如果αk
j,j∈ε线性无关,Bk 正定,SQP方法全局收敛到KKT点,尤其Bk 选取适当,算法的

收敛速度很快[1-3]。大量的数值试验表明,罚函数方法,包括SQP方法和内点法的有效性取决于罚因子的选取,
尽管许多SQP方法和内点法使用自适应的罚因子的修正方法,但由于罚因子的初值选取的任意性,常常引起数

值计算上的困难。为了避开罚因子的选取对实际计算的影响,Fletcher和Leyffer引进滤子技巧,这是一种非线

性优化的全局方法,数值结果表明带滤子技巧的SQP信赖域方法效果很好,Fletcher、Leyffer和Toint[4]还证明

了滤子SQP信赖域方法的全局收敛性,从那以后,不断产生全局收敛的滤子方法,其中也有许多算法是局部超

线性收敛的[5]。最近,Gould和Toint[6]提出求解问题(1)的另一种方法,该方法不使用罚函数和滤子,也具有全

局收敛性。而Ulbrich提出自由罚函数的非单调信赖域方法。数值试验表明这两个方法效果不错;Yamashita
和Yabe还提出一种信赖域SQP方法来求解非线性的非负约束的优化问题,该方法也不使用罚函数和滤子,而
通过信赖域技巧来产生新的迭代,求解几个不同的子问题来处理目标函数和约束条件的非线性性质[7-8]。受这

些方法的启发,本文提出一类不带罚函数和滤子的序列二次规划新方法来求解等式约束优化问题(1)。算法通

过线搜索产生新的迭代。在每次迭代,二次规划的线性化约束条件放松到满足两个温和条件,步长的选取不需

要目标函数和约束违反度都充分下降。本文提出的方法有两个优点:首先不需要迭代序列的有界性,扩大了算

法的搜索范围,更有可能找到最优解。同时,由于算法不使用滤子技巧,避开了滤子方法中的恢复过程,进一步

简化计算,提高了算法的计算效率。在温和条件的假设下证明了算法在有限步迭代后一定能找到问题(1)的
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KKT点,或是问题(1)的FJ点,或是最小化约束违反度2范数的稳定点。通过控制线性化约束的精确度,使用

二阶修正技巧,去掉了线性无关的约束要求。初步的数值试验表明,对于中小规模的优化问题,算法是强健而有

效的。

1算法

众所周知,即使初始问题(1)的解x* 是固定的。也就是约束条件线性无关,二阶充分条件成立,对于远离

x*的迭代点xk,向量ak
j,j∈ε仍然可能线性相关,在内点算法中,矩阵[ak

j,j∈ε]可能会逐渐退化,线性相关也可

能导致子问题(2)的解在xk 处是不可行的,而逐渐退化将导致子问题解的范数逐渐变大。这些缺点最终导致众

多非线性优化方法的失败,因此,一直以来许多学者致力于放松子问题的约束条件的研究,并已经取得一定的成

效[9-10]。在当前迭代点xk,Liu和Yuan提出求解如下二次规划的子问题

min(gk)Td+12d
TBkd

s.t.AT
kd=AT

kdk
p

(3)

其中dk
p∈Rn 是‖hk+AT

kd‖的近似最小化[11],A(x)=[Ñh1(x),Ñh2(x),…,Ñhm(x)]。且满足下列2个温和条

件:1)‖dk
p‖≤κ1‖Akhk‖,其中κ1>0是一个常数;2)假如‖hk‖≠0,‖hk‖-‖hk+AT

kdk
p‖≥

κ2‖Akhk‖2/‖hk‖ ,其中κ2∈(0,1)是一个常数。
当Bk 在AT

k 的零空间上正定时,问题(3)有唯一解,设其解是dk。由hk+AT
kdk=hk+AT

kdk
p 得‖hk+AT

kdk‖≤
(1-κ2‖Akhk‖2/‖hk‖)‖hk‖。假定‖hk‖≠0,取dk

p=-αc
kAkhk,αc

k=arg min
α∈(0,1]

‖hk-αAT
kAkhk‖。则‖hk‖-

‖hk+AT
kdk

p‖≥12min
{1,θk}‖Akhk‖2/‖h2‖,其中θk=‖Akhk‖2/‖AT

kAkhk‖2。

构造拉格朗日函数L(x,λ)=f(x)+λTh(x),则问题(1)的KKT条件为 ÑxL(x*,λ*)=g*+A*λ*=0,h*=0,

x*∈Rn 是一个KKT点,λ*∈Rm 是相应的拉格朗日乘子。
对每一个x∈Rn,定义约束违反度的价值函数为          v(x)=‖h(x)‖ (4)

另外定义φ(x,d)=‖h(x)+AT(x)d‖-‖h(x)‖,d∈Rn。
由此提出如下的算法:步0,初值x0∈Rn,σ∈(0,1/2),常数ξ1>0,ξ2>0,∀ε>0,计算g0,h0,v0,A0,B0,取v0max=

0,r0=0.9,k=0;步1,如果max(‖ÑxL(xk,λk)‖,‖hk‖)<ε,且‖Akhk‖<εmin{‖hk‖,1}。返回xk 作为解,否
则转步2;步2,计算满足条件1)、2)的‖hk+AT

kd‖的近似最小解dk
p。求解QP子问题(3)得解为dk;步3,选取步长

αk∈(0,1],满足

f(xk+αkdk)-f(xk)≤min{σαk(gk)Tdk,-ξ1v(xk+αkdk) (5)

v(xk+αkdk)≤max(rk+1)/2,0.{ }95vk
max,vk

max≠0 (6)
或者 v(xk+αkdk)-v(xk)≤min{σαkφ(xk,dk),-ξ2α2k ‖dk‖2} (7)
令xk+1=xk+αkdk;步4,如果(7)式在xk+1处成立,而在xk 处不成立,取vk+1

max=vk,否则vk+1
max=vk

max;步5,计算gk+1,

hk+1,vk+1,Ak+1,并且修正Bk 到Bk+1。如果(7)式成立,计算rk+1=vk+1/vk,否则rk+1=rk。k=k+1,返步1。
说明 1)若(5)、(6)式成立的迭代称为f-型迭代,此时目标函数值下降。(7)式成立的迭代称为h-型迭代,

此时约束违反度减小。

2)由算法可知rk<(rk+1)/2<1,且(rk+1)/2≥1/2。

3)max{(rk+1)/2,0.95}=
(rk+1)/2,若rk≥0.9
0.95,{ 否则

,这样对(6)式接受的最大步长是0.95。

2全局收敛性

为了讨论算法的收敛性,提出如下假设:1)在Rn 上,f,hj,j∈ε二次连续可微;2)liminf
k→¥

fk>-¥,水平集

C={x∈Rn;v(x)≤v0}有界;3)Bk 下有界且在AT
k 的零空间上正定;4)dk

p 满足条件1)、2)。
引理1[11] 若假设1)~4)成立,则序列{dk},{Akλk}有界。其中{dk,λk}是问题(3)的一对KKT点。

引理2[11] 令ψ(α)=c1+c2α2-c3α,其中c1≥0,c2>0,c3>0。则当c1+c2α2≤c3α时,有c1≤c23
8c2
,且α∈
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2
。尤其是如果c1=0,则ψ(α)≤0,α∈[0,

c3
2c2
]。

引理3[11] 假设条件1)~4)成立。对所有的k≥0,有‖Akhk‖≥η‖hk‖,其中η∈(0,1)是一个常数。则

存在一个常数t
~

∈(0,1],使得1≥αk≥t
~
。也就是不论(5)、(6)式成立还是(7)式满足,αk 在大于零处有界。

引理4 假设引理3中的条件成立,且对充分大的k,(7)式成立,则lim
k→¥

vk=0且lim
k→¥
‖dk‖=0。

证明 由引理3,如果对k次迭代,(7)式成立,则vk+1-vk≤σαkφ(xk,dk)≤-αkκ2η2‖hk‖≤-η′‖hk‖,

η′∈(0,1)。由(4)式,vk+1≤(1-η′)vk。从而lim
k→¥

vk=0。

再由(7)式,有vk+1-vk≤-ξ2α2k‖dk‖2≤-ξ2t
~
2‖dk‖2≤0。取极限后得lim

k→¥
‖dk‖=0。 证毕

引理5 假设引理3中的条件成立,且对充分大的k,(5)式成立,则lim
k→¥

vk=0且lim
k→¥
‖dk‖=0。

证明 如果对充分大的k,(5)式成立,则 f{ }k 在有限次迭代后单调下降。而fk+1-fk≤-ξ1vk+1,两边取极

限得lim
k→¥

vk=0。

再证lim
k→¥
‖dk‖=0。反证:假设存在一个无限指标集K,使得lim

k→¥

k∈K

‖dk‖≠0。因为lim
k→¥

vk=0,则(gk)Tdk=

(dk
p)TAkλk-(dk)TBkdk≤-γ0 ‖dk‖2,其中γ0>0,k∈K,这样对充分大的k∈K,有fk+1-fk≤σαk (gk)Tdk≤

-σt~γ0 ‖dk‖2。结合 f{ }k 单调递减下有界,上式两边取极限,即得矛盾。于是lim
k→¥
‖dk‖=0。 证毕

引理6 假设引理3中的条件成立,则
liminf

k→¥
‖ÑxL(xk,λk)‖=0 (8)

证明 如果lim
k→¥
‖dk‖=0,因为dk 满足:gk+Bkdk+Akλk=0,所以有lim

k→¥
‖ÑxL(xk,λk)‖=lim

k→¥
‖Bkdk‖=

0。如果所有的迭代在有限次终止后都是h-型迭代或是f-型迭代,则由引理4、引理5,可知(8)式成立。 证毕

定理 若假设1)~4)成立,ξ1,ξ2 由引理3给定,则对算法中的充分小的ε>0,算法经有限次迭代后终止在:
或者是一个近似KKT点,或者是一个近似不可行的稳定点,或者是一个线性无关条件不满足的近似可行点。

证明 若算法不是有限次迭代后终止,分2种情况讨论。
1)对充分大的k和常数η>0,‖Akhk‖≥η‖hk‖。则对充分小的ε>0,‖ÑxL(xk,λk)‖≤‖hk‖≤ε。由

引理知,算法将终止,且终止点是问题(1)的一个近似KKT点。

2)存在一个无限指标集K,使得lim
k→¥

k∈K

‖Akhk‖
‖hk‖ =0。此时算法终止于xk,且‖Akhk‖≤εmin{‖hk‖,1}。对

充分小的ε>0,再分2种情况讨论。

a)‖hk‖充分小,则‖hk‖<‖Akhk‖
‖hk‖ ≤ε,取wk= hk

‖hk‖
,则‖Akwk‖≤ε。也就是说,存在一个单位向量

wk∈Rm 使得‖Akwk‖充分小。这样xk 是线性无关条件不成立的一个近似可行点。

  表1 测试问题的计算结果

  Tab.1 Theresultofthetestproblems

测试问题
问题维数 新算法 LANCELOT
n m f,h g,A f,h g,A

BT1 2 1 11 8 57 47
BT8 5 2 11 11 27 25
BT11 5 3 13 13 23 20
BT12 5 4 9 8 23 19

CBRATU3D 686 250 3 3 5 5
HATFLDG 25 25 25 7 24 20
HS7 2 1 14 11 58 42
HS26 3 1 36 26 33 31
HS39 4 2 57 41 674 639
HS42 4 2 11 9 13 13
HS50 5 3 25 15 19 19

b)‖hk‖在大于零处有界,不妨设‖hk‖>1,则‖Akhk‖=O(ε),xk 就通过一个最小化约束违反度的近似

驻点,这样xk 为问题(1)一个近似不可行驻点。

3数值试验

为了检验算法的有效性,使用 Matlab语言编写了算法的程

序,进行了数值试验,测试问题取自CUTE测试问题集[12]。算

法中AT
k 的零空间矩阵Wk 直接由 Matlab的零空间程序得到,

子问题(3)的解由 Matlab的双共轭梯度法获得,Bk 的修正由

BFGS方法产生,拉格朗日乘子λk 由 Matlab的LSQR方法给

定。其余参数如下:ξ1=10-10,ξ2=10-4,σ=10-2,步长αk 由

Armijo线搜索程序决定。为了比较算法的效率,把著名的优化

软件Lancelot的运算结果列于后面。“n,m”分别代表问题的变

量个数和约束条件个数。“f,h”“g,A”分别表示计算函数值和

函数梯度的次数。计算结果列于表1。
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从计算结果可以看出,对中小规模的问题,新算法是强健而有效的。对于大规模的优化计算,有待于进行进

一步的试验。此外,算法的局部收敛性质还可以进行深入的分析。
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ANewSequentialQuadraticProgrammingMethodforNonlinearEquality-ConstrainedOptimization

XIAHong-wei,WENChuan-jun
(SchoolofScience,ChangzhouInstituteofTechnology,ChangzhouJiangsu213022,China)

Abstract:Thispaperpresentedanewsequencequadraticprogrammingmethodforsolvingnonlinearequalityconstrainedoptimiza-
tionproblems.Thenewmethoddidnotusethepenaltyfunction,avoidedtheselectionofpenaltyfactorforthenumericalresults,

andalsodidnotusefiltertips,removingthefiltermethodintherecoveryprocess.Intwomildconditionsundertheassumption,

stepsizedidnotneedtheobjectivefunctionandtheconstraintviolationforthesufficientdescent,expandingthescopeofapplication
ofthealgorithm,theglobalconvergencewasproved.UsingMatlabsoftware,thepreparationofthealgorithmprocedures,numeri-
calexperimentsarecarriedout,andcomparedwiththewell-knownoptimizationsoftwareLANCELOT,theresultsshowthatthe
algorithmisrobustandeffective.
Keywords:equality-constrained;sequentialquadraticprogrammingmethod;globalconvergence
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