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带有拒绝工件和机器具有不可用区间的单机排序问题
*
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摘要:本文考虑带有拒绝工件和机器具有不可用区间的单机排序问题。目标是最小化被接受工件的特定加权总完工时间

与被拒绝工件总费用的和。工件有不同的释放时间和权,权等于它们的加工时间。这个问题是一般NP-难的。为了能在

较少的运行时间内得到该问题较好的近似解,利用削减状态空间的方法得到了一个全多项式时间近似方案(FPTAS),该

FPTAS是一个具有强多项式运行时间的较优近似方案,其时间复杂性为On3/ε( )2 ,其中n为输入工件的个数,ε是误差界。
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经典的排序问题要求工件都必须进行加工,然而在实际生活中由于工件本身和其它原因工件可以不加工。
例如,某一工件的加工时间非常大或加工该工件所需费用高,则可以通过支付一定的费用并送到外边“外加工”,
此类问题称为工件可拒绝的排序问题。需要研究如何选择工件被接受或拒绝,及确定接受工件的最优排序从而

使目标函数最优。Zhang等[1]研究了带有释放时间和拒绝的单机排序问题,目标函数是最小化最大完工时间,这
个问题是一般NP-难的,给出了一个全多项式时间近似方案(FPTAS),其时间复杂性为On3/( )ε 。Shabtay等[2]

研究了带有拒绝和位置权函数的单机排序问题,目标函数是最小化接受工件集和拒绝工件集产生的总费用。Lu
等[3]讨论了工件可拒绝的单机排序问题,目标函数是最小化接受工件的最大完工时间和拒绝工件的费用。Ger-
stl和Mosheiov[4]研究了工件的加工时间与位置有关,工件可拒绝的平行机排序问题。Cheng和Sun[5]研究了带

有线性退化和拒绝工件的单机排序问题,目标函数是最小化最大完工时间,加权总完工时间以及拒绝工件集的

最大误工费用。Li和Yuan[6]研究了带有退化效应和拒绝的平行机排序问题,其中工件的加工时间是与开工时

间有关的线性非减函数,目标为最小化被接受工件的最大完工时间与被拒绝工件总费用之和。
在加工工件过程中,通常会因为机器故障等其它原因造成机器在某一时间段内不可用。由于该问题的实用

性,带有不可用区间的排序问题得到了越来越多人的关注。Kacem[7]研究了带有不可用区间的单机排序问题,每
个工件有不同的尾,目标函数是最小化最大完工时间,利用削减状态空间方法得到了一个全多项式时间近似方

案,其时间复杂性为On3/ε( )2 。Kacem和 Kellerer[8]研究了带有释放时间和不可用区间的单机排序问题,每个

工件有不同的权,其中权等于它们各自的加工时间,目标函数是最小化特定加权总完工时间。并提出了一个全

多项式时间近似方案,其时间复杂性为On3/ε( )2 。文献[9]研究了总的加权延误问题。带有不可用区间的排序

问题在文献[10-16]中得到了研究。
本文考虑的是机器带有不可用区间且工件可拒绝的单机排序问题。每个工件有不同的释放时间和权。一

般情况下,权只与工件自身有关,而本文考虑的权与工件的加工时间有关,特定的权等于工件的加工时间。目标

是最小化接受工件的特定加权总完工时间与被拒绝工件总费用的和。对该问题利用削减状态空间方法给出了

一个全多项式时间近似方案,其时间复杂性为On3/ε( )2 。

1问题描述

设有n个独立的工件组成集合J= 1,2,…,{ }n 要在一台机器上加工,机器一次只能加工一个工件,任务加工
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不允许中断,T1,T[ ]2 为不可用区间,即在此区间内机器不能加工工件。pj 表示第j个工件的加工时间,每个工

件有不同的释放时间和权,权等于它的加工时间,rj 为第j个工件的释放时间,Cj 表示第j个接受工件的完工时

间,wj>0表示工件被拒绝时承担的费用,即若工件Jj 被拒绝,则厂家必须支付拒绝费用wj。不失一般性,假设

所有数据都是整数,将工件按SRT规则(最小到达时间优先)排列,即r1≤r2≤…≤rn。假设rj+pj≤T1(j=

1,2,…,n),rj<r1+∑
j-1

i=1
pi(j=2,3,…,n)。本文考虑所有的工件不能在T1之前加完工。目标是使函数φ( )Q =

∑
Jj∈A

pjCj+∑
Jj∈R

wj 最小,h1 表示不可用区间,其中φ* ( )Q 表示问题Q 的最优目标值,R为被拒绝工件集,A 为接

受加工工件集。使用三参数[14]表示法可将问题表示为1,h1 rj,recj ∑
Jj∈A

pjCj+∑
Jj∈R

wj。

利用动态规划算法B得到该问题的最优解,算法B中每次迭代得到一些状态向量,VSk 表示第k 次迭代时

产生的状态向量组成的集合。VSk 中每一个状态向量 t,v,f+[ ]C 都对应前k个接受工件的一个可行排序,其中

t表示排在T1 之前的最后一个工件的完工时间,f表示被接受工件的特定加权总完工时间,C 表示被拒绝工件

的总费用,v表示排在T2 之后工件总的加工时间。

2近似算法

首先给出一个动态规划算法B。此动态规划算法考虑工件被接受和工件被拒绝2种情形。对于接受工件,

如果可以在T1 之前加工完,则排在T1 之前加工,否则排在T2 之后加工。

算法B 第1步,令VS1= r1+p1,0,p1r1+p( )1[ ]+0 ,0,p1,p1 T2+p( )1[ ]+0 ,0,0,0+w[ ]{ }1 。

第2步,对于每次迭代k∈ 2,3,…,{ }n ,由VSk-1中的每一个向量 t,v,f+[ ]C 按下述方法构造VSk。1)若

Jk 被接受:如果 maxrk,{ }t +pk>T1,则将 t,v+pk,f+pk T2+v+p( )k +[ ]C 加入VSk中;如果 maxrk,{ }t +

pk≤T1,则将 maxrk,{ }t +pk,v,f+pk maxrk,{ }t +p( )k +[ ]C 加入VSk 中。2)若Jk 被拒绝,则将[t,v,f+C+
wk]加入VSk 中。删除VSk-1。

第3步,φ* ( )Q =min t,v,f+[ ]C ∈VSn f+{ }C 。
记L1 表示排在T2 之后工件总的加工时间上界,L2 表示被接受工件的特定加权总完工时间与被拒绝工件总费

用和的上界。假设对于每一个向量 t,v,f+[ ]C ∈VSk,均有v≤L1,f+C≤L2,当t,v,f+C 为整数时,最多用

T1L1L2 个状态向量去构造VSk,算法B的时间复杂性与∑
n

j=1
VSk 成正比,则算法B的运算时间一定以OnT1L1L( )2

为界。而通过在每次迭代中,对于状态 t,v,f+[ ]C 取最小的f+C值可使算法的时间复杂性减少为O nT1L( )1 。
下面先给出这个问题的一个4-因子近似算法H,利用这个上界给出一个FPTAS。构造4-因子近似算法的

具体思想是对问题1,h1 rj ∑pjCj 所给出的一个2-因子近似算法[8]进行了改进。具体算法如下。

算法H 第1步,令l=0, ( )Nl = 1,2,…,{ }n , ( )Sl =∅, ( )Tl =T1。

第2步,对于工件集 ( )N l 中的工件按SRT规则(即r1≤r2≤…≤rn)排列。不可用区间为 ( )Tl ,T[ ]2 ,

( )sl 表示T2 之后第一个被加工的工件,M1 ( )l 和M2 ( )l 表示工件 ( )sl 之前和之后加工的工件集。通过合并排在

( )Nl 和 ( )Sl 中的工件,对 1,2,…,{ }n 构造 一个排序σ( )l 。

第3 步,如 果 r ( )s l +p ( )s l ≤ ( )T l ,加 工 工 件 ( )sl 在 时 间 区 间 ( )Tl -p ( )s l , ( )[ ]Tl ,N l( )+1 =
( )Nl\ ( ){ }sl ,Sl( )+1 = ( )Sl ∪ ( ){ }sl ,Tl( )+1 = ( )Tl -p ( )s l ,l=l+1,返回第2步。否则转到第4步。

第4步,λH ( )Q =min0≤h≤lλσ(h)( ){ }Q ,λσ(h)( )Q =∑
j∈σ(h)

pjCj,将其对应的排序记为πH 。

第5步,将第4步中得到的排序πH 中满足pjCj≤wj j=1,…,( )n 的工件按原有顺序排在机器上进行加工记

为πH′,将不满足条件的工件拒绝并将其放入R 中,置φH ( )Q =∑
Jj∈πH′

pjCj+∑
Jj∈R

wj。

引理1 算法H的运行时间为On( )2 。
注 算法H时间复杂性是结合参考文献[8]计算得来。
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引理2 由算法H得到的目标函数值φH ( )Q ,满足φH ( )Q ≤4φ* ( )Q 。

证明 由算法H前4步得到的λH 与问题1,h1 rj ∑pjCj 的最优排序π*′对应的最优目标值λ* 满足λH ≤

2λ*。问题1,h1 rj,recj ∑
Jj∈A

pjCj+∑
Jj∈R

wj 对应的最优排序π* 中被拒绝工件在π*′中也相应被拒绝,且放入R′,

并将剩下的被接受工件按π*′中原有的顺序排列,将其排列记为π*′′。则有

λH =∑
Jj∈πH

pjCj=∑
Jj∈πH′

pjCj+∑
Jj∈R

pjCj≥ ∑
Jj∈πH′

pjCj+∑
Jj∈R

wj=φH ( )Q

而      λH =∑
Jj∈πH

pjCj≤2λ* =2 ∑
Jj∈π

*′

pjC( )j =2 ∑
Jj∈π

*′′

pjCj+∑
Jj∈R′

pjC( )j ≤

2 ∑
Jj∈π

*′′

pjCj+∑
Jj∈R′

maxpjCj,w{ }( )j ≤2φ* ( )Q +φ* ( )( )Q =4φ* ( )Q

即φH ( )Q ≤4φ* ( )Q 。 证毕

引理3[8] v*表示在最优排序中排在T2 之后工件的总的加工时间,满足v*< 2φH ( )Q 。

对于任意ε>0,定义LB=φH ( )Q
4

,L1= 2φH ( )Q ,L2=φH ( )Q ,q1=é16nε ù,q2=é8nε ù,β=L1
q1
,γ=L2

q2
。将

矩形 0,L[ ]1 × 0,L[ ]2 中区间 0,L[ ]1 分割成q1 个长度为β的子区间I1a= a( )-1β,a[ ]β 1≤a≤q1
,将区间 0,L[ ]2 分

割成q2 个长度为γ的子区间I2b= b( )-1γ,b[ ]γ 1≤b≤q2
,用算法Aε 中削减后向量集VS#

k 来取代向量集VSk。

算法Aε 第1步,令VS#
1 = r1+p1,0,p1r1+p( )1[ ]+0 ,0,p1,p1 T2+p( )1[ ]+0 ,0,0,0+w[ ]{ }1 。

第2步,对于每次迭代k∈ 2,3,…,{ }n ,由VS#
k-1中的每一个向量 t,v,f+[ ]C 按下述方法构造VS#

k 。1)若

Jk 被接受。如果maxrk,{ }t +pk>T1,则将 t,v+pk,f+pk T2+v+p( )k +[ ]C 加入VS#
k 中;如果 maxrk,{ }t +

pk≤T1,则 将 maxrk,{ }t +pk,v,f+pk maxrk,{ }t +p( )k +[ ]C 加 入 VS#
k 中。2) 若 Jk 被 拒 绝,则 将

t,v,f+C+w[ ]k 加入VS#
k 中。删除VS#

k-1。若向量 t,v,f+[ ]C a,b是VS#
k 中满足v∈I1a,f+C∈I2b,t值最小的

状态向量(如果t值相同,取f+C的最小值),则令VS#
k = t,v,f+[ ]C a,b 1≤a≤q1,1≤b≤q{ }2 。

第3步,φAε ( )Q =min t,v,f+[ ]C ∈VS#n f+{ }C 。

引理4 对任意的向量 t,v,f+[ ]C ∈VSk,总存在 t#,v#,f#+C[ ]# ∈VS#
k ,使得

t#≤t,v#≤v+kβ,f#+C#≤f+C+kγ+vnβ
证明 用数学归纳法。当k=1时,有VS1=VS#

1 ,引理显然成立。
假设 k( )-1 次迭代时引理成立。则第k次迭代时,对于 t,v,f+[ ]C ∈VSk 分如下3种情况加以证明。

1)t,v,f+[ ]C = maxrk,{ }t′ +pk,v′,f′+pk maxrk,{ }t′ +p( )k +[ ]C′ 。由假设知对 t′,v′,f′+[ ]C′ ∈VSk-1,

总存在 t′#,v′#,f′#+C′[ ]# ∈VS#
k-1,使得t′#≤t′,v′#≤v′+(k-1)β,f′#+C′#≤f′+C′+(k-1)γ+v′nβ,

且 maxrk,t′{ }# +pk,v′#,f′#+pk maxrk,t′{ }# +p( )k +C′[ ]# ∈VS#
k ,而该向量是算法Aε 在第k 次迭代得到

的,所以当削减向量集时它可能被删除,设 θ1,θ2,θ3+θ[ ]4 ∈VS#
k 是与

maxrk,t′{ }# +pk,v′#,f′#+pk maxrk,t′{ }# +p( )k +C′[ ]#

在同一矩形I1a×I2b 中且保留在集合VS#
k 中的向量。则有

θ1≤maxrk,t′{ }# +pk≤maxrk,{ }t′ +pk=t,θ2≤v′#+β≤v′+(k-1)β+β=v′+kβ=v+kβ
θ3+θ4≤f′#+pk maxrk,t′{ }# +p( )k +C′#+γ≤f′+C′+(k-1)γ+v′nβ+pk maxrk,{ }t′ +p( )k +γ=

f′+C′+v′nβ+pk maxrk,{ }t′ +p( )k +kγ=f+C+kγ+vnβ
2)t,v,f+[ ]C = t′,v′+pk,f′+pk T2+v′+p( )k +[ ]C′ 。由假设知对于 t′,v′,f′+[ ]C′ ∈VSk-1,总存在

t′#,v′#,f′#+C′[ ]# ∈VS#
k-1,使得t′# ≤t′,v′# ≤v′+(k-1)β,f′# +C′# ≤f′+C′+(k-1)γ+v′nβ,且

t′#,v′#+pk,f′#+pk T2+v′#+p( )k +C′[ ]# ∈VS#
k ,而该向量是算法Aε 在第k次迭代得到的,所以当削减向

量集时它可能被删除,设 θ′1,θ′2,θ′3+θ′[ ]4 ∈VS#
k 是与 t′#,v′#+pk,f′#+pk T2+v′#+p( )k +C′[ ]# 在同一矩形

I1a×I2b 中且保留在集合VS#
k 中的向量。则有

θ′1≤t′#≤t′=t,θ′2≤v′#+pk+β≤v′+(k-1)β+pk+β=v′+kβ+pk=v+kβ
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θ′3+θ′4≤f′#+pk T2+v′#+p( )k +C′#+γ≤f′+C′+(k-1)γ+v′nβ+pk T2+v′+(k-1)β+p( )k +γ=
f′+C′+v′nβ+pk T2+v′+p( )k +pk(k-1)β+kγ<f′+C′+v′nβ+pk T2+v′+p( )k +pknβ+kγ=

f′+C′+(v′+pk)nβ+pk T2+v′+p( )k +kγ=f+C+kγ+vnβ
3)t,v,f+[ ]C =t′,v′,f′+C′+w[ ]k 。由假设知对 t′,v′,f′+[ ]C′ ∈VSk-1,总存在 t′#,v′#,f′#+C′[ ]# ∈VS#

k-1,

使得t′#≤t′,v′#≤v′+(k-1)β,f′#+C′#≤f′+C′+(k-1)γ+v′nβ。且 t′#,v′#,f′#+C′#+w[ ]k ∈VS#
k ,而

该向量是算法 Aε 在第k 次迭代得到的,所以当削减向量集时它可能被删除,设 θ″1,θ″2,θ″3+θ″[ ]4 ∈VS#
k 是与

t′#,v′#,f′#+C′#+w[ ]k 在同一矩形I1a×I2b 中且保留在集合VS#
k 中的向量。则有

θ1″≤t′#≤t′=t,θ2″≤v′#+β≤v′+(k-1)β+β=v′+kβ=v+kβ
θ3″+θ4″≤f′#+C′#+γ+wk≤f′+C′+(k-1)γ+v′nβ+wk+γ=f+C+kγ+vnβ

综上所述,命题对任意k都成立。 证毕

定理1 对于任意ε>0,由算法Aε 得到的目标值φAε ( )Q 满足φAε ( )Q ≤(1+ε)φ* ( )Q 。

证明 由定义得,φ* ( )Q =f*+C*= min
t,v,f+[ ]C ∈VSn

f+{ }C 。由引理4知,存在 t#,v#,f#+C[ ]# ∈VS#
n ,使得

f#+C#≤f*+C*+nγ+v*nβ=φ* ( )Q +nL2

q2+v
*nL1

q1≤φ
* ( )Q +nφH ( )Q

8n
ε

+v*nL1

16n
ε

<

φ* ( )Q +εφH ( )Q
8 +ε 2φH ( )Q 2φH ( )Q

16 ≤(1+ε)φ* ( )Q

由于φAε ( )Q ≤f#+C#,所以φAε ( )Q ≤(1+ε)φ* ( )Q 。 证毕

定理2 对任意ε>0,算法Aε 的运行时间为O n3/ε( )2 。

证明 由于算法Aε 中得到的每一个向量集VS#
k 的基数不会超过q1q2,即 VS#

k ≤q1q2,所以

∑
n

j=1
VS#

k ≤n é
16n
ε ùé

8n
ε ù≤n16nε +æ

è
ç

ö

ø
÷1 8n

ε +æ

è
ç

ö

ø
÷1

又由于算法H得到该问题上界的时间复杂性为On( )2 ,所以算法Aε 的运行时间为O n3/ε( )2 。 证毕

结合定理1和定理2,算法Aε 是求解问题1,h1 rj,recj ∑
Jj∈A

pjCj+∑
Jj∈R

wj 的一个FPTAS。

3结论

本文考虑的是带有拒绝工件和机器具有不可用区间的单机排序问题,每个工件有不同的释放时间和权,权
等于它们的加工时间。目标是使被接受工件的特定加权总完工时间与被拒绝工件总费用和最小。对于该问题

给出了4-因子近似算法,动态规划算法及全多项式时间近似方案,此全多项式时间近似方案的时间复杂性为

On3/ε( )2 。
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SingleMachineSchedulingProblemwith
RejectionJobsandaMachineNon-AvailabilityInterval

ZHAOSheng-hua,LUOCheng-xin
(SchoolofMathematicsandSystemScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Inthispaper,weconsiderasinglemachineschedulingproblemwithrejectionjobsandamachinenon-availabilityinterval.

Theobjectiveistominimizethesumofthetotalspecialweightedcompletiontimesoftheacceptedjobsandthetotalrejectionpenal-
tyoftherejectedjobs.Jobshavedifferentreleasedatesandweights,theweightofajobequalstoitsprocessingtime.Theproblem

isNP-hardintheordinarysense.Togetabetterapproximationsolutioninapolynomialrunningtime,weproposeafullypolynomi-
al-timeapproximationscheme(FPTAS)bytrimmingthestatespaces.ThisFPTASisabetterapproximationalgorithmanditsrun-
ningtimeisstronglypolynomial,therunningtimeisO n3/ε( )2 ,wherenisthenumberofjobsandεistherequirederrorbound.

Keywords:releasedates;rejectionjob;non-availabilityinterval;specialweightedflowtime;FPTAS
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