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浅析自由粒子的薛定谔方程的解
*
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摘要:基于自由粒子满足的薛定谔方程,文章对此方程作了深入讨论,得出方程仅有平庸解。另外,从一维无限深势阱在

势阱宽度为无限宽和一维方势垒在势垒高度趋于零这两种极限情况下,同样得到平庸解。虽然是平庸解,却说明了某些

和经典力学一致的内容,说明了经典力学和量子力学之间的联系。该平庸解说明:1)对于无限自由粒子,遵循牛顿第一运

动定律的规律;2)对于无限自由粒子,不表现物质波波动的特性,只有在有约束(或者相互作用)的情况下,才体现波粒二

象性的统一。
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在量子场论和高等量子力学中,经常看到有关自由粒子比如电子所满足的方程的讨论,虽然经过量子化以

后,以场的形式出现,实质是亦粒子亦场[1-2]。而量子力学研究的是微观粒子运动规律,奇怪的是无涉及无限自

由的粒子的运动情况的研究。这对于初学者而言,无疑增加了对量子力学基本精髓理解的难度。而且在量子力

学中,重点介绍了量子力学与经典力学之间的不同,很少讨论与经典力学之间的联系问题[3-4]。对比量子力学和

相对论这两大现代物理学的基石,给初学者的印象是,粒子或者物质在高速运动时,需要用相对论去解释,而对

于低速情形,则符合牛顿力学的范围,而且总所周知,经典力学是相对论在v<<c的极限形式。但是,对于量子

力学和经典力学,人们大多知道微观情形下用量子力学解释粒子的运动规律,而宏观是则用牛顿力学,而对二者

的联系则要模糊得多[5-8]。因此,揭示经典力学与量子力学之间的这种联系无疑显得非常重要,也极有意义。本

文正是着眼于此,讨论了微观情况下自由粒子的运动的问题。

1无限自由粒子的运动满足的薛定谔方程及其解

微观情况下,粒子的运动遵循薛定谔方程,根据该方程可以得出,对于一维情况下的自由粒子而言,在由于

没有受到任何约束,其势能函数U(x)=0,此时根据文献[3]描述该粒子的波函数满足的方程为

iћ∂ψ
(x,t)
∂t =-ћ

2

2μ
∂2ψ(x,t)
∂x2

(1)

这里,ћ=h
2π
,h为普朗克常数,μ为粒子的质量。

对于方程(1),由于势能函数U(x)=0,显然是不含时间的,因此可以考虑用分离变数法进行简化

ψ(x,t)=φ(x)f(t) (2)
代入(1)式,得
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由于t和x 是时间和空间这两个相互独立的变量,因此,只有当两边等于同一常量时,这里假定为能量E,等
式才满足,即分离成两个方程

i
f(t)
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这里,方程(4)的解为

f(t)=Ce-iEt (6)
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其中,C是任意常数,由于有(2)式,故可以把C放到φ(x)里面。
对于方程(5),可以化简为

∂2φ(x)
∂x2 +2μEћ φ(x)=0 (7)

按量子力学的观点,这里E 是粒子的能量,对于自由粒子来说,由于U(x)=0,E 就成为粒子的动能,因此有

E≥0,因此(7)式的解的形式为

φ(x)=C1ei
2μE
ћ x+C2e-i

2μE
ћ x (8)

其中,C1 和C2 是两个任意实常数,根据归一化条件,有

∫
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ћ x)*(C1ei
2μE
ћ x +C2e-i 2μE

ћ x)dx=1 (9)

因此可得C1 和C2 只能为零。即(7)式的解只能为零解,是一个平庸解(注:对于波函数可归一化为delta函数的

情况,可以类似讨论并得到类似的结论,本文不再详述)。

如果E<0,(7)式的解的形式为φ(x)=C1e
2μE
ћ x+C2e-

2μE
ћ x,根据归一化条件,该解仍只能为零解,仍是一

个平庸解。
由于φ(x)的零解,可以得出(1)式中的解

ψ(x,t)=φ(x)f(t)=0 (10)
说明自由粒子的薛定谔方程的解只有零解。

2以一维无限深势阱的极限形式得到薛定谔方程的平庸解

其实这样的解通过对一维无限深势阱的极限形式可以求得。在一维无限深势阱中,根据文献[3]波函数的

形式为

φ(x)=
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(2a为势阱的宽度) (11)

在a→¥时的极限结果也可以得到类似的平庸解。

3以一维方势垒的极限形式得到薛定谔方程的平庸解

同样这样的解通过一维方势垒的极限形式也可得到,在一维方势垒中,根据文献[3]波函数的解为

φ(x)=
Aeik1x+A′e-ik1x  x<0
Beik2x+B′e-ik2x  0<x<a
Aeik1x+A′e-ik1x  x>

ì
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其中,k1= 2μE
ћ2 ,k2=

2μ(E-U0)
ћ2

,A、B、C、A′、B′、C′分别为任意常数,a为势垒宽度。在势能函数U(x)→0

的条件下,k1=k2,(8)式和(12)式相同的。因此,仍然得到了平庸解的结果。假如把x<0的区域看成入射区域,
x>a的区域看成透射区域,甚至还可得透射系数D

D= 4k21k22
(k21-k22)2sin2ak2+4k21k22=1

(13)

4讨论

对于上述平庸解,笔者认为至少可从以下几方面进行理解。
1)在求解过程中,并未出现如量子力学中所描述的量子化的能量,即能量E 可以连续的任意取值。对于自

由粒子,由于受到的约束为零,所以能量E 仅指动能。如果E=0,表示可以停留在任何位置而不动,直到有约束

施加于其上为止。而如果E≠0,由于通过上文的求解过程,没有出现对E 造成影响的情况,意味着E 一旦取定

某一个值,粒子将保持具有这种值的状态运动,即表示粒子将保持它原有的运动状态,直到有约束施加于其上为

止。这实际上就是牛顿第一运动定律,和经典力学的结果一致。
2)对于满足薛定谔方程的无限自由的粒子而言,虽然用波函数对之进行了描述,但实际上并不表现物质波

的意义,粒子并未表现出波动的特征,即仅表现出粒子性。自由粒子不具有波粒二象性。另一方面,对于微观粒

子,只有在有约束(或者相互作用)的情况下,才体现波粒二象性统一。不能脱离约束(或者相互作用)讨论粒子
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表现波粒二象性。
3)在a→¥时,从一维无限深势阱的极限结果得到的平庸解可以得出,牛顿第一运动定律是无限深势阱宽度

为无限大时的极限结果,由此揭示出量子力学和经典物理之间的关系并非像人们想象的存在巨大的鸿沟,实际

上是在不同条件下粒子运动形式的不同表现而已。
4)在U(x)→0时,一维方势垒的极限结果也是平庸解,假如把x<0的区域看成入射区域,x>a的区域看成

透射区域,由(12)式得出透射系数为1,说明粒子在没有障碍物的情况下,不可能反射回来,这再一次说明,粒子

将保持它原有的运动状态,直到有障碍为止。这同样也是牛顿第一运动定律,和经典力学的结果一致。

5结论

基于自由粒子满足的薛定谔方程,文章对该方程作了深入讨论,虽然得到的是平庸解,但是这种解却说明了

某些和经典力学一致的内容,说明了经典力学和量子力学之间的联系,甚至得出了牛顿第一定律。另一方面,也
得到了粒子只有在受到约束(或者相互作用)的情况下,对于粒子所表现的波粒二象性的特征。
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AnalysisoftheSolutionofSchrödingerEquationforFreeParticle

LUOGuang
(CollegeofPhysicsandElectronicEngineering,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:BasedonthetheoryofSchrödingerequationforthefreeparticle,thesolutionofthatequationwasdiscussedindetail.Itis
foundthattheequationonlyexistaninsignificantsolution.Andthemediocresolutioncanbealsoobtainedfromtheone-dimensional
infinitelydeeppotentialwellinapotentialwellwidthtendingtoinfiniteandfromone-dimensionalsquarepotentialbarrierinthebar-
rierheighttendingtozero.Althoughthesolutionisinsignificant,butitdescribessomeidealthatisconsistentwiththatofclassical
mechanics.Itexplainstheconnectionbetweentheclassicalmechanicsandquantummechanics.Themediocresolutionsshowthat1)

Forinfinitefreeparticles,itisfollowedbyNewton’sfirstmotionlaw,2)Forinfinitefreeparticle,itdoesnotexistmatterwave
characteristics.Onlyifthereissomepotential(i.e.interactions),theWave-particledualitybeembodied.
Keywords:Schrödingerequation;freeparticle;quantummechanics;classicalmechanics
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