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带有二次约束的一类特殊三次规划问题的全局最优性充分条件*
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摘要:利用拉格朗日函数和L-次微分的方法,研究了带有二次约束的一类特殊三次规划问题的全局最优性条件。首先刻

画出该类三次规划问题的拉格朗日函数的抽象次微分,从而得到了带有二次约束的三次规划问题的全局最优性充分条

件。最后举例说明如何利用本文所给出的全局最优性充分条件来判定当前可行解就是全局最优解。
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1预备知识

全局最优化领域的基本理论研究之一是怎样刻画一个全局优化问题的解,全局最优性充分条件是用来说明

一个解是全局最优解的一个重要理论依据。三次规划问题在金融、农业、证券投资组合等方面都有非常重要的应

用[1-3]。Jeyakumar等给出了带箱子约束的非凸二次规划问题的全局最优性充分条件[4];Jeyakumar等给出了带

二次约束的非凸二次规划问题的全局最优性充分条件[5];Wu等得到了带不等式约束的二元非凸二次规划问题

的全局最优性充分条件[6];在2010年,Wang等[7]给出了带箱子或二元约束的三次极小化问题的全局最优性条

件;Zhang等得到了带箱子或二元约束的一类特殊三次极小化问题的全局最优性充分条件[8]。
受文献[4-6,8]的启发,本文利用拉格朗日函数和L-次微分的方法,给出了带二次不等式和二次等式约束的

特殊三次极小化问题的全局最优性充分条件,所得结果改进和推广了文献[4,8]中的相应结果。同时通过例子

说明给出的最优性条件能有效地用于确定给定的非凸三次极小化问题的全局极小值。
下面首先给出本文中所要用到的一些基本的定义与记号:R表示实线性空间,Rn 表示n 维欧氏空间。对于

向量x,y∈Rn,x≥y⇔xi≥yi,i=1,2,…,n,记号A≥B⇔A-B 是半正定矩阵。用diag(q1,…,qn)表示对角元

素为q1,…,qn 的对角矩阵,设L为定义在Rn 上的一些实值函数的集合。
定义1[4] (L-次微分)设f:Rn→R且x0∈Rn,l∈L,若f(x)≥f(x0)+l(x)-l(x0),∀x∈Rn,则称l为f

在x0 处的L-次梯度。f在x0 的所有L-次梯度的集合∂Lf(x0)称为f在x0 的L-次微分。
注1 若L是所有线性函数所成的集合,f是一个下半连续的凸函数,则∂Lf(x)=∂f(x),这里∂f(x)指一般

凸分析意义上的凸函数的次梯度。

2主要结果

考虑如下的三次规划问题(BCP)。

  min   f(x)=bTx3+12x
TA0x+aT0x

  s.t. gi(x)=12x
TAjx+aTjx+cj≤0,j∈I;gj(x)=12x

TAjx+aTjx+cj=0,j∈J

x∈D=∏
n

i=1
ui,v[ ]i
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其中,ui,vi∈R,ui<vi,i=1,…,n,b=(b1,…,bn)T∈Rn,aj∈Rn,cj∈R,Aj∈Sn,j=1,2,…,m+p,Sn 是所有n×
n 对 称 矩 阵 的 集 合,a0∈Rn,x3=(x31,…,x3n)T。记 问 题(BCP)可 行 集 为 C,为 了 方 便 讨 论 不 妨 令I=
1,2,…, }{ m ,J= m+1,…,m+ }{ p ,对给定的λ=(λ1,…,λm)T∈Rm

+,μ=(μ1,…,μp)T∈Rp,令 Hλ,μ =A0 +

∑
j∈I

λjAj+∑
j∈J

μjAj,bλ,μ =a0+∑
j∈I

λjaj+∑
j∈J

μjaj,Fλ,μ(x)=bTx3+12x
THλ,μx+bTλ,μx+∑

j∈I
λjcj+∑

j∈J
μjcj。

令L为一些特殊的三次函数作成的集合L=bTx3+12x
TQx+βTx Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,β∈R }{ n 。

命题1 设Fλ,μ(x)=bTx3+12x
THλ,μx+bTλ,μx+∑

j∈I
λjcj+∑

j∈J
μjcj,x= (x1,…,xn)T∈Rn,λ∈Rm

+,μ∈Rp,则

∂LFλ,μ(x)= bTx3+12x
TQx+βTx|Hλ,μ-Q≥0,Q=diag(q1,…,qn),β= (Hλ,μ-Q)x+bλ,μ,qi∈ }{ R 。

证明 由次微分的定义,l∈∂LFλ,μ(x)当且仅当

Fλ,μ(x)≥Fλ,μ(x)+l(x)-l(x),∀x∈Rn (1)

令l(x)=bTx3+12x
TQx+βTx,φ(x)=Fλ,μ(x)-l(x),其中Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,β∈Rn,则

φ(x)=
1
2x

T(Hλ,μ -Q)x+xT(bλ,μ -β)+∑
j∈I

λjcj+∑
j∈J

μjcj

由(1)式知l∈∂LFλ,μ(x)当且仅当对任意的x∈Rn,φ(x)≥φ(x),即φ(x)有下界,且在x处达到极小值,其

等价于Hλ,μ-Q≥0,即φ(x)是Rn 上的凸函数,而且Ñφ(x)=0,则(Hλ,μ-Q)x+(bλ,μ-β)=0,因此β=(Hλ,μ-

Q)x+bλ,μ。

对于问题(BCP),x=(x1,…,xn)T∈D,Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,定义

～xi=
-1,xi=ui

1,xi=vi

(Hλ,μx+bλ,μ)i,xi∈(ui,vi

ì

î

í

ï
ï

ïï )
,～X=diag(～x1,…,～xn),～qi=min{0,qi}=

0,qi≥0
qi,qi≤{ 0

,～Q=diag(～q1,…,～qn)

由命题1可以得到下面关于问题(BCP)的全局最优性充分条件。 证毕

定理1 设x=(x1,…,xn)T∈C,若存在λ∈Rm
+,μ∈Rp,以及对角矩阵Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,

n,满足λjgj(x)=0,j∈I,Hλ,μ-Q≥0。对任意的x∈C,若bi(xi-xi)≥0,i=1,…,n,且

～X(Hλ,μx+bλ,μ)-
1
2
～Q(v-u)≤0 (2)

则x是问题(BCP)的一个全局极小值点。

证明 设l(x)=bTx3+12x
TQx+βTx,β=(Hλ,μ-Q)x+bλ,μ,由L-次微分的定义,l(x)∈∂LF(x),可得F(x)≥

F(x)+l(x)-l(x),∀x∈Rn。显然当l(x)-l(x)≥0,∀x∈C时,x是问题(BCP)的一个全局极小值点。

由l(x)的定义有l(x)-l(x)=bT(x3-x3)+∑
n

i=1

qi

2
(xi-xi)2+(Hλ,μx+bλ,μ)(x-x),则l(x)-l(x)≥

0当且仅当qi

2
(xi-xi)2+(Hλ,μx+bλ,μ)i(xi-xi)+bi(x3i -x3i)≥0,i=1,…,n。

当条件(2)成立时,有 ～xi(Hλ,μx+bλ,μ)i-
～qi

2
(vi-ui)≤0,事实上,～qi≤0,则对任意的xi∈[ui,vi],i=1,…,n,有

～xi(Hλ,μx+bλ,μ)i-
～qi

2
(xi-ui)≤0

～xi(Hλ,μx+bλ,μ)i-
～qi

2
(vi-xi)≤

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

(3)

下面对xi=ui,xi=vi,xi∈(ui,vi)这3种情况分别讨论。

i)若xi=ui,则 ～xi=-1,(Hλ,μx+bλ,μ)i+
～qi

2
(xi-ui)≥0,且
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qi

2
(xi-xi)2+(Hλ,μx+bλ,μ)i(xi-xi)+bi(x3i-x3i)≥

～qi

2
(xi-ui)2+(Hλ,μx+bλ,μ)i(xi-ui)+bi(x3i-x3i)=

(Hλ,μx+bλ,μ)i+
～qi

2
(xi-ui{ })(xi-ui)+bi(x3i-u3i)≥0

ii)若xi=vi,则 ～xi=1,(Hλ,μx+bλ,μ)i+
～qi

2
(xi-vi)≤0,且

qi

2
(xi-xi)2+(Hλ,μx+bλ,μ)i(xi-xi)+bi(x3i-x3i)≥

～qi

2
(xi-vi)2+(Hλ,μx+bλ,μ)i(xi-vi)+bi(x3i-x3i)=

(Hλ,μx+bλ,μ)i+
～qi

2
(xi-vi{ })(xi-vi)+bi(x3i-v3i)≥0

iii)若xi∈(ui,vi),则 ～xi=(Hλ,μ
～x+bλ,μ)i,

～xi(Hλ,μx+bλ,μ)i-
～qi

2
(xi-ui)≤0 (4)

由于-
～qi

2
(xi-ui)≥0,则 ～xi(Hλ,μx+bλ,μ)i≤0。又由 ～xi=(Hλ,μx+bλ,μ)i,有(Hλ,μx+bλ,μ)i=0。从而由(4)式可

得-
～qi

2
(xi-ui)≤0,故 ～qi=0。因此

qi

2
(xi-xi)2+(Hλ,μx+bλ,μ)i(xi-xi)+bi(x3i-x3i)≥

～qi

2
(xi-xi)2+bi(x3i-x3i)=bi(x3i-x3i)≥0

综上可得,当条件(2)成立时,有l(x)-l(x)≥0,因此x是问题(BCP)的一个全局极小值点。 证毕

注2 在定理1中得到了带有二次等式和不等式约束的一类特殊三次规划问题的最优性充分条件。下面通

过例子来验证定理1所得结论的可行性和有效性。

例1 min f(x)=13x
3
1+x32+x33+12x

2
1+x1x3+x22+x2x3+12x

2
3+2x1+5x2+3x3

s.t. g(x)=12x
2
1+32x

2
2-12x

2
3-x1-3x2+2x3 ≤0,x∈D=∏

3

i=1
1,[ ]2

解 由题可知A0=
1 0 1
0 2 1
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1 1 1

,a0=
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

2
5
3

,A1=
1 0 0
0 3 0
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 -1

,a1=
-1
-3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú2

。取λ=0,x=(1,1,1)T,则对任意

的xi∈[1,2],bi(xi-xi)≥0,i=1,2,3,Q=diag(-1,2,-1),则有Hλ=A0+λA1=
1 0 1
0 2 1
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1 1 1

,bλ=a0+λa1=

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

2
5
3

。于是有Hλx+bλ=
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

4
8
6

,又 ～X=diag(-1,-1,-1),～Q=diag(-1,0,-1),因此

～X(Hλx+bλ)=(-4,-8,-6)T,12
～Q(v-u)= -12

,0,-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

T

故 ～X(Hλx+bλ)-12
～Q(v-u)≤0成立,即x= 1,1, )( 1 T 是全局最优解。

注3 Zhang等得到了带箱子约束的一类特殊三次规划问题的全局最优性充分条件[8]。对于问题(BCP),
当I=J=∅时,定理1所得结论与文献[8]中相应结论是一致的。于是可得如下推论。

推论1 设I=J=∅,x=(x1,…,xn)T∈D,u=(u1,…,un)T,v=(v1,…,vn)T,如果存在对角矩阵Q=

diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,满足A0-Q≥0,对任意的x∈D,bi(xi-xi)≥0,i=1,…,n,若 ～X(A0x+a)-
1
2
～Q(v-u)≤0,则x是问题(BCP)的一个全局极小值点。

注4 Jeyakumar等给出了带箱子约束的二次规划问题的全局最优性充分条件[4]。而对于问题(BCP),
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当I=J=∅,b=0时,所得结论与文献[4]中相应结论是一致的。于是可得如下推论。
推论2 当I=J=∅时,b=0时,设x=(x1,…,xn)T∈D,u=(u1,…,un)T,v=(v1,…,vn)T,若存在对角矩

阵Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,满足A0-Q≥0,对任意的x∈D,若 ～X(A0x+a)-12
～Q(v-u)≤0,则x

是问题(BCP)的一个全局极小值点。
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SufficientGlobalOptimalityConditionsforaSpecial
CubicMinimizationProblemwithQuadraticConstrains

YEMin,LIGuo-quan
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Abstract:ByemployingLagrangianfunctionandL-subdifferentialapproach,westudytheglobaloptimalityconditionsforaclassofcubic

programmingprobleminvolvingquadraticconstrains.Firstly,weexplicitlycalculatetheabstractsubdifferentialforLagrangianfunctionof
theclassofcubicprogrammingproblems.Thensomesufficientglobaloptimalityconditionsforcubicprogrammingproblemwithquadratic
constrainsareobtained.Lastly,wealsoprovidenumericalexamplestoillustrateouroptimalityconditions.
Keywords:cubicprogram;quadraticconstraints;lagrangianfunction;L-subdifferential;sufficientglobaloptimalityconditions
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