
 2014年5月 重庆师范大学学报(自然科学版) May2014
第31卷 第3期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.31 No.3

DOI:10.11721/cqnuj20140310

广义Fermat数与伪素数*
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摘要:设m 是正整数,b是正偶数,Gm=bbm+1。本文运用初等的方法证明了:i)Gm 必为素数或者底为b的伪素数;ii)对于

适合m1<m2<…<mk 的正整数m1,m2,…,mk,乘积Gm1Gm2
…Gmk

是底为b的伪素数的充要条件是mk≤bm1-1。
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设n是正整数。根据Euler定理可知:当n是素数时,如果a是适合gcd(a,n)=1的整数,则必有

an-1≡1(modn) (1)
另外,当n是合数时,如果n满足同余关系(1),则称n是底为a 的伪素数。长期以来,关于伪素数的各种性质一

直是数论中引人关注的研究课题[1]。一些学者也得到了关于伪素数的一些奇妙性质[2-5]。
对于正整数m,设Fm=22

m
+1是第m 个Fermat数。对此,王云葵证明了:任何Fermat数必为素数或者底

为2的伪素数[6]。管训贵证明了:如果m1,m2,…,mk 是适合m1<m2<…<mk 的正整数,则k个Fermat数的乘

积Fm1Fm2
…Fmk

是底为2的伪素数的充要条件是m1≤2m2-1且mk≤2m1-1[7]。这里应该指出:上述结果都是

已知的[8],而且因为m1<m2,所以文献[3]结果中的条件“m1≤2m2-1”是多余的。

对于正整数b和m,其中b>1,设

Gm=bbm
+1 (2)

由于Fermat数Fm 是Gm 在b=2时的特例,所以形如(2)的Gm 统称为广义Fermat数。对此,本文运用初等方

法证明了下列结果。
定理1 当b是偶数时,Gm 必为素数或者底为b的伪素数。

定理2 当b是偶数时,如果m1,m2,…,mk 是适合m1<m2<…<mk 的正整数,则k个广义Fermat数的乘

积Gm1Gm2
…Gmk

是底为b的伪素数的充要条件是mk≤bm1-1。
显然,文献[6-8]中的结果分别是本文定理在b=2时的特例。

1定理1的证明

设n是大于1的正整数,a是适合gcd(a,n)=1的整数。根据Euler定理可知

aφ(n)≡1(modn) (3)

其中φ(n)是Euler函数。因为φ(m)必为正整数,所以从(3)式可知存在正整数r可使同余关系

ar≡1(modn) (4)

成立。如果r=d是可使(4)式成立的最小正整数,则称d是整数a 对模n 的指数。
引理1[9] 当d是a 对模n 的指数时,正整数r适合(4)式的充要条件是dr。
引理2 整数b对模Gm 的指数等于2bm。

证明 设d是b对模Gm 的指数。因为b2b
m
-1=(bbm

-1)(bbm
+1)=(bbm

-1)Gm,所以
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b2b
m
≡1(modGm) (5)

根据引理1,从(5)式可知d2bm,故有              2bm=ds (6)
其中s是正整数。

假如d≠2bm,则从(6)式可知s≥2以及d≤bm。然而,因为根据指数的定义可知bd≡1(modGm),故从(2)式

可得Gm=bbm
+1>bbm

-1≥bd-1≥Gm这一矛盾。由此可知d=2bm。 证毕

证明 (定理1)当b是偶数时,因为b≥2,bbm
≥bm+1且bm+1 bbm,所以

2bm bbm (7)
由于从引理2可知,整数b对模Gm 的指数等于2bm,所以根据引理1,由(2)、(7)式可得

bGm-1≡1(modGm) (8)
因此,从(8)式可知Gm 必为素数或者底为b的伪素数。 证毕

2定理2的证明

引理3[9] 对于正整数n1,n2,…,nk,如果整数 X 和Y 满足X≡Y(modni),i=1,2,…,k,则必有 X≡
Y(modn),其中n是n1,n2,…,nk 的最小公倍数。

引理4 当b是偶数时,对于不同的正整数m 和m′,必有gcd(Gm,Gm′)=1。
证明 因为m≠m′,所以不妨假定m<m′。设l=gcd(Gm,Gm′)。由于当b是偶数时,l必为奇数,所以从(2)

式可知

0≡Gm′≡bbm′
+1≡(bbm)bm′-m

+1≡(Gm-1)b
m′-m
+1≡(-1)b

m′-m
+1≡2(modl) (9)

从(9)式即得l=1。 证毕

引理5 对于适合m1<m2<…<mk 的正整数m1,m2,…,mk,设

n=Gm1Gm2
…Gmk

(10)

当b是偶数时,b对模n 的指数等于2bmk。
证明 设b对模n 的指数等于d,此时,从(10)式可知

bd≡1(modGmi
),i=1,2,…,k (11)

根据引理2可知b对模Gmi
(i=1,2,…,k)的指数分别是2bmi(i=1,2,…,k),故由引理1,从(11)式可得2bmi d,

i=1,2,…,k。又因

2bmi 2bmk,i=1,2,…,k (12)
所以条件(12)可写成                   2bmk d (13)

另一方面,因为从引理2可知

b
2bmi
≡1(modGmi

),i=1,2,…,k (14)
又从引理4可知Gm1

,Gm2
,…,Gmk

两两互素,所以根据引理3,从(10)、(12)和(14)式可得

b2b
mk≡1(modn) (15)

因此,根据引理1,从(15)式可知               d2bmk (16)
于是,结合(13)、(16)式即得d=2bmk。 证毕

证明 (定理2)设n是适合(10)式。因为m1<m2<…<mk,且b是偶数,故从(2)、(10)式可得

n=(bbm1+1)(bbm
2 +1)…(bbm

k +1)=1+bbm
1t

其中t是适合gcd(t,b)=1的正奇数。因此,整除关系

2bmk (n-1) (17)
成立的充要条件是

mk≤bm1-1 (18)

另外,根据引理5可知b对模n 的指数等于2bmk,所以从引理1可知n是底为b的伪素数的充要条件是整除

关系(17)式成立。因此,从前面的分析可知该充要条件可等价地表述为(18)式。 证毕
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GeneralizedFermatNumbersandPseudoprimes

LIUMiao-hua,JIAOHong-ying
(SchoolofScience,AirForceEngineeringUniversity,Xi’an710051,China)

Abstract:LetGm=bbm +1,wherebandmarepositiveintegerswith2b.Inthispaper,usingcertainelementarymethods,we

provethat:i)Gmiseitheraprimeorapseudoprimetobaseb;ii)Letm1,m2,…,mkbepositiveintegerswithm1<m2<…<

mk.TheproductGm1Gm2
…Gmkisapseudoprimetobasebifandonlyifmk≤bm1-1.
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