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摘要:本文引入 Markov算子半群的理论,利用分析和代数的方法研究了 Markov对偶过程的Q-矩阵和最小Q-函数的若

干性质。主要结论有:对偶分支Q-矩阵是忠实的、次随机单调的及正则的、零流出的、对偶的;对偶分支矩阵的最小Q-函

数F(t)是唯一且忠实的,非随机单调的及对偶的;M 是vonNeumann代数,M*sa是M 的前对偶M*的自伴,T 是M*上的

Markov积分半群,g∈M*+,η∈R,使得limsup
x→¥

dist(At(T)f,[-g,g])<η,那么 M 上的正则线性形式的锥体M*+ 在

M*sa中是强规则的。
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1预备知识

Markov对偶分支过程[1]是非常重要的时间连续 Markov链,状态空间E=Z+={0,1,2,…},其Q-矩阵Q=
(qij;i,j∈E)定义为

qij=
iai-j+1-(j+1)ai-j,i≥j-1
0,{ 否则

(1)

其中ak=∑
k

j=0bj,k≥0,bj 是分支过程Q-矩阵 ～Q 的序列,且a0 ≤0,a1 ≥a2 ≥ … ≥ak ≥ … ≥0,a-1=0。

定义1[1] 一个Q-矩阵Q=(qij;i,j∈Z+)称为次随机单调的,如果当i≠0及j≠i+1时,满足∑
¥

k=j
qik ≤

∑
¥

k=j
qi+1,k 。

定义2[2] Q-矩阵Q=(qij)称为对偶的,如果Q 满足不等式∑
j

k=0
qik ≥∑

j

k=0
qi+1,k,j≠i。

定义3[4] 一族无限维非负矩阵S(t)= (sij(t))称为对偶函数,如果S(t)满足lim
i→+¥∑

j

k=0
sik(t)=0,∀j∈E,t≥0。

文中未给出定义的名词术语请参阅相关参考文献。

2主要结论及其证明

2.1定理1及其证明

定理1 以下命题成立:1)对偶分支Q-矩阵Q 是忠实的;2)对偶分支Q-矩阵Q 是次随机单调的;3)对偶分

支Q-矩阵Q 是正则的;4)对偶分支Q-矩阵Q 是零流出的;5)对偶分支Q-矩阵Q 是对偶的。

证明 1)令P(t)和 ～P(t)分别是对偶分支过程和分支过程的转移函数,有

∑
¥

k=j
Pik(t)=∑

i

k=0

～Pjk(t),i,j∈Z+ (2)

* 收稿日期:2013-06-12    网络出版时间:2014-5-8 14:38
资助项目:国家自然科学基金(No.11201512);重庆邮电大学自然科学基金(No.A2011-19)

作者简介:张一进,男,讲师,研究方向为随机过程,E-mail:zhanyyj@cqupt.edu.cn
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20140508.1438.012.html



根据参考文献[6],由于0对于分支过程而言是一个吸收状态,那么 ～P0j(t)=δ0j,∀j≥0,t≥0,而∑
¥

k=0
Pik(t)=

∑
i

k=0

～P0k(t)=∑
i

k=0
δ0k=1,故P(t)是忠实的。

2)由P(t)的忠实性,并对(2)式两边在t=0+ 时求导,可以得到-∑
j-1

k=0
qik =∑

i

k=0

～qjk,i≥0,j≥1。所以qij =

∑
i

k=0

(～qjk - ～qj+1,k),i≥0,j≥0。其中 ～Q=(～qij)是分支过程Q-矩阵。令ak =-∑
k

j=0
bj,k∈Z+,可证∑

¥

k=j
qik ≤

∑
¥

k=j
qi+1,k,∀j≠i+1,故Q 是次随机单调的。

3)显然Q 是保守的,向上自由跳跃的[1],且∑
¥

i=1

1
qi,i+1

= 1
a0 ∑

¥

i=1

1
i =¥。由文献[2]的推论2知,Q 是正则

的。F(t)为矩阵Q的最小Q-函数,Ω为F(t)作为l¥ 空间上弱星连续半群的弱星生成元,则:a)Q*
1 ⊂Ω⊂Q¥;

b)Ω=Q¥ 当且仅当Q 是零出的[5],即对某个(从而对所有的)λ>0,λI-Q¥ 是单射。

4)在Q 中,a0 ≤0,ak≤ak+1≤0(∀k≥0),而Q是保守的,有(a1-2a0)+(2a0-3a-1)=0,即a-1=a1
3≤

0,那么R=∑
¥

n=0

1
qn,n+1

=∑
¥

n=0

1
(n+1)a0-(n+2)a-1

=∑
¥

n=0

1
(a0-a-1)n+a0-2a-1

=¥,由文献[3]知Q是零流出

的[5]。

5)因为a1≥a2≥…≥ak≥…≥0,则

a)当j<i时,有∑
j

k=0

(qik -qi+1,k)=∑
j

k=0

[(k+1)ai-k-kai-k+1]=∑
j

k=0

[k(ai-k-ai-k+1)+ai-k]≥0;

b)当j=i+1时,有∑
i+1

k=0

(qik -qi+1,k)=∑
i-1

k=0

(qik -qi+1,k)+(qi,i+1-qi+1,i+1)≥0。

则根据定义2可得,Q 是对偶的。 证毕

2.2 定理2及其证明

定理2 对偶分支矩阵的最小Q-函数F(t)具有如下性质:1)F(t)是唯一且忠实的;2)F(t)是非随机单调

的;3)F(t)是对偶的。
证明 1)由定理1知,矩阵Q 是正则的,根据文献[1]知,对偶分支矩阵的最小Q-函数F(t)是忠实的,即是

前向方程的唯一解,并且F(t)是唯一的Q-函数。

|<T(t-h)*x*,x>-<T(t)*x*,x>|=|<x*,T(t-h)x>-<x*,T(t)x>|=|<x*,T(t-h)x-T(t)x>|
2)由文献[6]知Q-矩阵Q 的最小转移函数是单调的充要条件是:Q 是零流出的并且是随机单调的,由定理1

中结论1)和3)知,F(t)是非随机单调的。

3)因为对偶分支Q-矩阵Q 是保守的,由文献[6]的命题2.4知,Q-函数F(t)对偶应满足条件∑
j

k=0
fik(t)≥

∑
j

k=0
fi+1,k(t),i,j∈E,即∑j

k=0fik(t)是关于状态i的递减函数,因此lim
i→+¥∑

j

k=0
fik(t)存在,即lim

i→+¥
fik(t)=0,则函数

F(t)的Feller性[7]和对偶性是等价的。而F(t)是Feller的,所以也是对偶的。 证毕

综上得到以下定理及其证明。

2.3定理3及其证明

定理3 设M 是vonNeumann代数,M*sa是M 的前对偶M * 的自伴,T 是M * 上的 Markov积分半群[1],

g∈M*+,η∈R,使得limsup
x→¥

dist(At(T)f,[-g,g])<η,那么M 上的正则线性形式的锥体M *+在 M*sa中是强

规则的[3]。
证明 令0≤μ,ν∈M*且任意,ρ=|μ-ν|,0≤χ≤ν+ρ,有γ=‖νρ‖,χ1=γχ,ν1=γν,ρ1=γρ。
用M 的GNS表示法有πλ:M→B(H)。设ξ∈Ξ(H)是πλ 的归一化循环向量[1],则χ1(a)=(ξ|S*πλ(a)ξ),

ν1(a)=(ξ|T*πλ(a)ξ),ρ1(a)=(ξ|U*πλ(a)ξ)。
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由于ψ-χ1 是自伴,范数由M 的自伴M *sa的单位球确定,所以得到

|ψ(a)-χ1(a)|≤2(ρ1(a+)+ρ1(a-))≤6‖ρ1‖2

|γ-1ψ(a)-χ(a)|≤
2
γ
‖ρ‖-1≤2 ‖ν+μ‖‖ρ‖(a∈M)

而0≤γ-1ψ≤ν,则有dist(χ,[0,v])≤ 2‖ν+μ‖‖ν-μ‖。平直的向前演算,得到distH([0,μ],[0,v])≤

2‖ν+μ‖‖ν-μ‖。这就证明了M*+在M*sa中是强规则的。 证毕
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Abstract:Inthispaper,withintroductionofthetheoryofoperatorsemigroup,somepropertiesofQ-MatrixandminimalQ-func-
tionofMarkovdualbranchingprocessarestudiedbythemethodofanalysisandalgebras.Someimportantresultsareobtained,

suchasDualBranchingQ-Matrixishonest,substochasticmonotone,regular,zero-exitanddual;minimalQ-functionofMarkov
dualbranchingmatrixisuniqueandhonest,notstochasticmonotone,dual;MisvonNeumannalgebra,M*saispredualM*ofM,

TisaMarkovintegratedsemigrouponM*,g∈M*+,η∈R,suchthatlimsup
x→¥

dist(At(T)f,[-g,g])<η,thentheconeM*+of

positivenormallinearformsonMisstronglynormalinM*sa
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