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摘要:对于非凸的约束优化问题,如何从一个局部极小点获得全局极小点,这是一个重要的问题。在本文中,作者构造了

一种超越当前局部极小点的平稳点函数,并给出了相应的全局下降算法,并且由此得出约束全局优化问题的一个全局极

小点。利用本文中的全局下降算法,仅仅搜索原约束优化问题的局部极小点以及通过给定的平稳点函数构造一些无约束

优化问题就能够获得约束优化问题的一个全局极小点。数值实验的计算结果均比已有文献所计算的最优值更好,证明本

文提出的这种全局下降法是非常有效的。
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在现有的文献中,有很多都集中于对无约束全局优化问题的研究[1-5],但也有一些文献是对一些特殊的约束

全局优化问题做了研究,比如凹极小问题、D.C.规划问题、反凸规划问题和单调规划问题[6],对于一般的约束全

局最优化,即没有特殊结构和性质的约束全局最优化缺少具有进展的方法。寻找一个全局最优化问题的全局极

小点的传统方法是将其转化为一个局部最优化,也就是说,给定一个局部极小点x*,寻找一个更好的可行解,或
者说明x*是在搜索终止时的一个全局极小点。在各种有效的全局最优化的算法中,一种流行的方法是修正函

数法。已有许多文献利用修正函数法去求解无约束全局优化问题,对于约束全局最优化问题,在文献[7]中提给

出了一种填充函数法来求解。
针对约束全局最优化问题,本文提出平稳点函数法这种新的辅助函数法。首先,提出一种新的辅助函数(平

稳点函数)来获得比原约束全局优化问题的当前局部极小点更好的局部极小点,并且讨论它的一些性质。然后,
利用平稳点函数的性质给出一个全局下降法,通过这种全局下降法,仅仅搜索原约束全局优化的局部极小点以

及利用提出的平稳点函数构造一些无约束优化问题,就能够获得原约束全局优化问题的一个全局极小点。从理

论分析和数值算例的结果的都表明,这种全局下降法是非常有效的。
本文安排如下:第2节,对约束全局优化问题提出一种新的辅助函数,即平稳点函数,并给出相应的算法全

局下降法;第3节,给出数值试验,试验的结果表明提出的这种新的辅助函数法是非常有效的。

1平稳点函数及其性质

考虑如下形式的约束全局优化问题
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其中f,gi:Rn→R,i=1,2,…,m,记:S= x∈Rn gi(x)≤0,i=1,2,…,{ }m ,S0= x∈Rn gi(x)<0,i=1,2,…,{ }m 。
假设1 函数f,gi(i=1,2,…,m)都是连续可微函数。
假设2 S为一个紧集,并且满足S0≠∅,clS0=S。
由假设2可知,存在一个正数M0>0,使得对任意的x∈S有f(x)≤M0。并且对任意的x0∈S,存在一个序
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列 x{ }n ⊂S0 使得lim
n→¥

xn=x0。

假设3 函数f(x)满足强制条件,即lim
x→+¥

f(x)=+¥。

由假设2、3可知,存在一个单箱子集X,不妨设为X= x=(x1,x2,…,xn{ )ci≤xi≤di,i=1,2,…,}n ⊂Rn,
使得S⊂intX。并且对任意x∈∂X 都有f(x)≥M0+1,其中∂X 表示X 的边界。因此原问题(1)等价于下面的

问题
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min f(x)
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假设4 设Y= x∈X x{ 是问题(1) }的局部极小点 ,并设集合F= f(x)x∈{ }Y 是有限集。
下面给出问题(1)在一个局部极小点x*处的平稳点函数的定义,设x*∈S是问题(1)的一个当前局部极小

点。
定义1 (平稳点函数)称函数p(x)为问题(1)在局部极小点x* 处的一个平稳点函数,如果它是连续可微

的,而且满足条件:1)对任意的x∈S满足f(x)≥f(x*)或x∈X\S,x不是函数p(x)的平稳点,即Ñp(x)≠0;2)
如果x*不是问题(1)的全局极小点,那么一定存在一个点x∈X,使得x是函数p(x)在X 上的一个平稳点和局

部极小点,并且满足f(x)<f(x*),p(x)<p(x*)和对任意的x∈∂X 有p(x)<p(x)。其中∂X 表示X 的边界。
从上面的定义1可知,如果函数p(x)是问题(1)在局部极小点x*处的一个平稳点函数,那么函数p(x)在X

上的任何平稳点x一定是可行点,并且满足f(x)<f(x*)。由假设3可知,p(x)的任何平稳点一定是X 的内

点。由条件2)可知,如果x*不是问题(1)的局部极小点,那么p(x)一定存在一个平稳点(这个平稳点一定是

p(x)在X 上的局部极小点)。因此,如果能够找到p(x)在X 上的一个满足x∈intX 的局部极小点x,那么x一

定是问题(1)的一个更好的可行点,即x∈S且f(x)<f(x*)。所以,从点x开始通过局部搜索问题(1),一定能

够获得问题(1)的一个更好局部极小点。
对任意的r>0,q>0,设
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容易验证fr,q(t),gr(t)在R上是连续可微的,而且它们的导数分别如下
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  不失一般性,取c=(c1,…,cn)T,d=(d1,…,dn)T,x0=(c1-1,…,cn-1)T。显然,x0∈Rn\X 和对任意的x
∈X 有‖x-x0‖≥1,而且d是X 中离点x0 最远的顶点。

定义

pr,q,x*(x)= 1
‖x-x0‖fr,q gr(f(x)-f(x*))+∑

m

i=1
gr(gi(x))-2( )r (7)

注意到,x*不是函数pr,q,x*(x)的平稳点。
下面将讨论函数pr,q,x*(x)满足定义1中的所有条件。

定理1 设假设1~假设3成立,如果x∈X 满足f(x)≥f(x*)或x∈X\S0,那么当r≤1,q> T
D
(其

中T=max
x∈X
‖ Ñf(x)+∑

m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x)‖)时,x不是函数pr,q,x*(x)的平稳点。

证明  由(7)式有   Ñpr,q,x*(x)=- x-x0
‖x-x0‖3fr,q gr(f(x)-f(x*))+∑

m

i=1
gr(gi(x))-2( )r +
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1
‖x-x0‖f

′r,q gr(f(x)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x))-2( )r g′r(f(x)-f(x*))Ñf(x)+∑

m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x( ))=

1
‖x-x0‖ - x-x0

‖x-x0‖2fr,q gr(f(x)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x))-2( )r +f′r,q(gr(f(x)-f(x*))é
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m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x ]))

对任意的x∈X 满足f(x)≥f(x*)或x∈X\S0,有

gr(f(x)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x))=f(x)-f(x*)+2+∑

m

i=1
gr(gi(x))≥0+2+0=2

所以当r≤1时,有gr(f(x)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x))-2r≥0。因此

fr,q(gr(f(x)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x))-2r)=e

f(x)-f(x*)+2+∑
m

i=1
gr(gi(x))-2r

q ≥e0=1

f′r,q gr(f(x)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x))-2( )r =1q

e
f(x)-f(x*)+2+∑

m

i=1
gr(gi(x))-2r

q ≥ 1q
e0=1q

所以,此时有

Ñpr,q,x*(x)= 1
‖x-x0‖ - x-x0

‖x-x0‖2
e

f(x)-f(x*)+2+∑
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i=1
gr(gi(x))-2r

q +1q
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因为q> T
D
,所以     - x-x0

‖x-x0‖2+1q
Ñf(x)+∑

m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x( )) ≥

- x-x0
‖x-x0‖2 -1q

‖ Ñf(x)+∑
m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x)‖ =

1
‖x-x0‖-1q

‖ Ñf(x)+∑
m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x)‖ ≥ D -T

q >0

故有- x-x0
‖x-x0‖2+

1
q

Ñf(x)+∑
m

i=1
g′r(gi(x))Ñgi(x( ))≠0。即有Ñpr,q,x*(x)≠0。所以满足定理1条件的

x不是函数Ñpr,q,x*(x)的平稳点。 证毕

定理2 设假设1~假设3成立,如果x*不是原问题(1)的全局极小点。那么,一定存在两个整数0<r0≤1,

q0>0和x∈S0,使得当r≤r0,q≥q0 时x 是函数pr,q,x* (x)在 X 上的一个局部极小点和平稳点。而且满足

f(x)<f(x*),pr,q,x*(x)<pr,q,x*(x*)和对任意的x∈∂X 时有pr,q,x*(x)<pr,q,x*(x)。其中∂X 表示X 的边界。

证明 如果x*不是原问题(1)的全局极小点。那么,一定存在一个点x0∈S使得f(x0)<f(x*)。设r0=
f(x*)-f(x0)

2
,显然有r0>0。由假设2可知,存在一个点x∈S0 使得f(x)-f(x0)<r0。对于这个r0 一定存

在一个q0>0,使得gi(x)<-r0q0
,i=1,2,…,m。因此,当r≤r0,q≥q0 时,有

f(x)-f(x*)=f(x)-f(x0)+f(x0)-f(x*)<r0+(-2r0)=-r0<-r

和gi(x)<-r
q
,i=1,2,…,m,显然f(x)<f(x*),所以有

pr,q,x*(x)= 1
‖x-x0‖fr,q gr(f(x)-f(x*))+∑

m

i=1
gr(gi(x))-2( )r = 1

‖x-x0‖fr,q(-2r)=0
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而且,对任意的x∈X 有pr,q,x*(x)= 1
‖x-x0‖fr,q gr(f(x)-f(x*))+∑

m

i=1
gr(gi(x))-2( )r ≥0。

因为f(x)≥f(x*),及由定理1的证明过程有

fr,q gr(f(x*)-f(x*))+∑
m

i=1
gr(gi(x*))-2( )r ≥1>0

所以pr,q,x*(x*)= 1
‖x* -x0‖fr,q gr(f(x*)-f(x*))+∑

m

i=1
gr(gi(x*))-2( )r ≥ 1

‖x* -x0‖ >
0。综上,当

x≠x* 时,x是函数pr,q,x*(x)在X上的一个全局极小点。当然也是pr,q,x*(x)的局部极小点。 而且,Ñpr,q,x*(x)=0,
即x是函数pr,q,x*(x)的一个平稳点。显然pr,q,x*(x)<pr,q,x*(x*)和对任意的x∈∂X 时有pr,q,x*(x)<
pr,q,x*(x),其中∂X 表示X 的边界。 证毕

2约束全局优化的平稳点函数法和数值试验

由函数pr,q,x*(x)上面的两个性质和定义1可知,函数pr,q,x*(x)是问题(1)在局部极小点x*处的一个平稳

点函数。下面将利用所给的这个新的平稳点函数提出一种求解约束全局极小化问题(1)的一种新的全局极小化

方法:约束全局优化的一种新的平稳点函数法,记作SPFMC。
算法SPFMC步0,选取一个小的正数μ>0作为参数r的终止值,选取一个充分大的正数M>0作为参数q

的终止值,选取一个点x0∈Rn\X 使得对任意的x∈X 满足‖x-x0‖≥1,选取一个初始点x00∈X。设r0 和q0
分别为参数r和q的初始值,令k:=0;步1,从x0k 出发,利用局部极小化方法(如罚函数法),得到原极小化问题

(1)的一个局部极小点x*
k ;步2,设

pr,q,x*(x)= 1
‖x-x0‖fr,q(gr(f(x)-f(x*))+∑

m

i=1
gr(gi(x))-2r)

其中fr,q(t),gr(t)分别由(3)、(4)式给定,进行步3;步3,从x*
k 出发利用局部极小化方法(如共轭梯度法)求解

下面的问题(8)

min prk,qk,x
*
k
(x) (8)

s.t. x∈X
设xrk,qk,x

*
k

是极小化问题(8)得到的一个局部极小点,如果f(xrk,qk,x
*
k
)<f(x*

k ),设x0k+1:=xrk,qk,x
*
k
,k:=k+1,

转步1,否则进行步4;步4,如果q<M,通过设q:=10q增加q,然后转步2,否则转步5;步5,如果r>μ,设q=q0,

通过设r:=r
10

来减小r,然后转步2;否则,停止。并且x*
k 是极小化问题(1)的一个全局极小点或近似全局极小

点。
下面将应用算法SPFMC来求解一些著名的测试函数的全局极小点。在后面的算例中,在算法SPFMC步0

中,取μ=10-10,M=1010,r0=1,q0=100;用NSPFMC表示在寻优过程中平稳点函数被估计的次数。
例1[7] min f(x,y)=-x-y

s.t. y≤2x4-8x3+8x2+2,y≤4x4-32x3+88x2-96x+36,0≤x≤3,0≤y≤4
文献[7]中例1的最优值是f*=-5.508009,从文献[8]中可知,例1的最优值是f*=-5.5079。利用本

文提出的这种新的平稳点函数的实验结果,表明提出的这种新的平稳点函数也是一个非常有效的辅助函数,得
到的最优值是f*=-5.5080132715958339,比文献[7]和文献[8]的最优值都要好。

例2[9] min f(x)=x21+x22-cos(17x1)-cos(17x2)+3
s.t. g1(x)=(x1-2)2+x22-1.62≤0,g2(x)=x21+(x2-3)2-2.72≤0

x∈X= (x1,x2)0≤xi≤2,i=1,}{ 2
在文献[9]中例2的最优值是f*=1.8376,利用本文提出的这种新的平稳点函数法,获得比文献[9]中更好

的最优值f*=1.8375,数值结果表明本文中提出的新的全局下降方法是非常有效的方法。

3结论

在本文中详细地介绍了对约束全局最优化的一种新的辅助函数法,由于作者提出的这种新的辅助函数具有
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非常好的性质,这种方法只需要调用 Matlab7.11最优化工具箱的最优化子程序,通过局部搜索方法就可以求得

非常好的全局最优解。
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OperationsResearchandCybernetics

ANovelAssistantFunctionMethodforConstrainedGlobalOptimization

LIUChengjun1,WUZhiyou2

(1.ChongqingWaterResourcesandElectricEngineeringCollege,YongchuanChongqing401260;

2.CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Howtogettheglobalminimafromlocalminima,fornon-convexconstrainedoptimizationproblemisaveryimportantis-
sue.Inthispaper,theauthorsconstructedasmoothpointfunctionmakesitpossibletogobeyondthecurrentoptimizationproblem
oflocalminima,andgivesthecorrespondingglobaldescentalgorithm,andthusconstrainedglobaloptimizationproblemtogeta

globalminimumpoint.Usingtheglobaldescentalgorithmpresentedinthispaper,onlytheoriginalconstrainedoptimizationprob-
lemsbylocalsearchandgivesasmoothpointfunctiontoconstructsomeunconstrainedoptimizationproblems,wecangetaglobal
minimumpointconstrainedoptimizationproblem.Numericalexperimentsshowthattheproposedmethodofthisglobaldeclineis
veryeffective.
Keywords:constrainedglobaloptimization;stationarypointfunction;assistantfunctionmethod;globaldescentmethod
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