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约束不定二次规划的一个快速收敛算法*
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摘要:对不定二次规划,本文提出了一种线性化技术,将其近似地转化为一个线性规划问题;然后,结合后者的线性约束条

件,提出了一个缩减子超矩形算法,该算法的主要思想是对于违犯线性约束条件的变量,从箱约束条件中先行删除,再利

用分枝算法求最优值点。本文证明了算法的全局收敛性。数值算例表明,对于大规模的二次规划问题,仍能快速求出结

果。
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在优化问题中,经常遇到不定二次规划。本文考虑带箱约束的不定二次规划问题。对非凸二次规划问题,

Tao、Gao和Liu提出了分枝算法[1-3],通过逐步缩小自变量的范围来求最优解;Horst和Rober提出了外部逼近

算法[4],Zhang等在FR方法的基础上构造了FR型谱共轭梯度法[5],此后Du和Lu等又对文献[5]提出的FR
型谱共轭梯度法进行了补充和修正[6-7],获得了很好的全局收敛性和数值结果。

这些算法都是通过修正搜索方向和步长达到求解目的,而搜索方向和步长公式比较复杂难懂,且目标函数

是非线性的,使得编程复杂且运行速度变慢,尤其对大规模二次规划问题不适用。本文考虑到非凸二次规划函

数自身的特点,它可以转化为两个凸函数的差,并利用线性化技术,找到凸函数的线性上下界,将不定二次规划

问题转化为松弛线性规划问题,使得算法简单易懂,并且运行速度加快,同时考虑到不定二次规划自身所带的一

般约束条件,提出了缩减子超矩形算法,不断缩小约束条件的范围,该算法和分枝算法结合,能使不定二次规划

问题并不因所带约束条件增多而速度减慢,并且从理论上证明了算法的全局收敛性。
考虑不定二次规划问题
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其中A= ai( )j n×n,B=bi( )j n×n为n 阶实对称矩阵,b、y和c均为n 维列向量。

f(y)=12y
TAy+bTy=12y

T(A+ρI)y+bTy-ρ
2y

Ty=Φ(y)-ρ
2Ψ(y)

其中Φ(y)=12y
T(A+ρI)y+bTy,Ψ(y)=ρ

2y
Ty,只要ρ取的足够大,可以使A+ρI 为正定矩阵,所以Φ(y),

Ψ(y)为可微的凸函数,则f(y)表示为两个凸函数Φ(y)与ρ
2Ψ(y)的差。因为Φ(y)是凸函数,则Φ(y)≥Φ(yk)

+<ÑΦ(yk),y-yk>,ÑΦy( )k 为Φ ( )y 的一阶偏微分,<ÑΦy( )k ,y-yk>表示内积。

2005年,Shen提出了广义几何规划的线性化方法[8],将此线性化技术应用于凸函数 Ψ(y)=yTy,得到

Ψl(y;Y,σ)≤Ψ(y)≤Ψu(y;Y,σ),其中σ=(σ1,σ2,…,σn)T 是n维向量,且σi=0或者1(i=1,2,…,n),ei=

(0,0,…,1
(i)
,0,…,0)T,z(σ)=zl +∑

n

i=1
σi(zu

i -zl
i)ei,zl =2yl,zu =2yu,Ψl(y;Y,σ)=z(σ)Ty+Ψ(y(σ))-

z(σ)Ty(σ),Ψu(y;Y,σ)=z(1-σ)Ty+Ψ(y(σ))-z(1-σ)Ty(σ)。
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从而可以将不定二次规划问题(1)近似地转化为如下松弛线性规划问题

min g(y;Y,σ)

s.t. By≤c,y∈Y0= yi:0<yl
i≤y≤yu

i<{ }{ ¥
(2)

其中gy;Y,( )σ =Φy( )k +<ÑΦy( )k ,y-yk>-ρ
2Ψu(y;Y,σ)。

1缩减子超矩形算法

问题(1)中By≤c即为∑
n

j=1
bijyj≤ci,i=1,…,n,令矩形Yk={y∈Rn:lk≤y≤uk}为问题(1)的约束区间,

很明显每一个bijyj 在区间[lk
j,uk

j]上的最大最小值都是在区间[lk
j,uk

j]的极点取到,结合问题(1)的线性约束,给
出如下缩减矩形的算法。

步1,令I= 1,2,…,}{ n ,mi=∑
n

j=1
max{bijlk

j,bijuk
j},ni=∑

n

j=1
min{bijlk

j,bijuk
j},i∈I;

步2,计算mi,ni,若ni>ci,则算法停止,直接从子超矩形中删去Yk;若ni≤ci,直接转步3;
步3,比较mi 与ci,若mi<ci,则转步2,继续迭代,计算mi+1,ni+1;若mi≥ci,直接转步4;

步4,令j=1,2,…,n,若bij>0,修改矩形Yk 的端点,令uk
j=minuk

j,
ci-rLi+min{bijlk

j,bijuk
j}

bi
{ }

j
;若bij≤

0,令lk
j=maxlk

j,
ci-rUi+max{bijlk

j,bijuk
j}

bi
{ }

j
;

步5,转步2,继续迭代,计算mi+1,ni+1 。
从这个算法最终得到的超矩形令其为Yk,与进行这个算法之前的Yk 相比,区间被缩减了,这个算法删除了

一些不合要求的子超矩形以及一些线性约束,这对整个算法而言缩减了计算量,最终提高了收敛速度。

2全局收敛算法

先利用缩减子超矩形算法,得到缩减的区间Yk。在此基础上,利用分枝定界算法来解决问题(2)中的松弛线

性规划。保证收敛到全局最优解的重要因素是合适的分块策略,本文选择了一个简单且是标准的双分规则,这
种方法能充分的确保收敛性,因为它总是能使所有的区间趋于0。下面给出了全局收敛算法。令β(Yk)表示问题

(2)在区间Yk 上的最优解,yk=y(Yk)表示相应的最小值点。
步0,初始化。1)令k=0,所以活动结点的集合为Q0=Y{ }0 ,上界α=¥,可行点的集合F=∅;2)给定参数

ε>0,求解问题(2)在Y0 上的最值,得到其在y0=y(Y0)处的最优目标值为β0=β(Y0),若y0 对问题(1)是可行

的,则更新F 和α,F=F∪{y0},α=f0(y0),若α≤β0+ε,则算法停止,y0 是问题(1)的最优解,否则,执行步1;3)
若y0 对问题(1)是不可行的,即不满足约束条件,则直接转步1。

步1,选择Yk 的中点ymid,若ymid对问题(1)可行,令F=F∪ y{ }mid ,定义上界α=min
y∈F

f0(y),若F≠∅,则最

好的可行点为b=argmin
y∈F

f0(y),转步2;若ymid对问题(1)不可行,则直接转步2。

步2,根据分枝规则,将区间Yk 分成两个子超矩形,称包含这新的分块矩形的集合为Sk。1)对每一个Y∈
Sk,利用第2部分的缩减子超矩形算法,得到的新的子超矩形令为Y,计算min

y∈Y
g(y;Y,σ),j=0,1,…,m,若

min
y∈Y

g(y)>α,则从Sk 中删去相应的Y,令Sk=Sk\Y,考虑Sk 中另一元素;2)若Sk≠∅,求解相应的问题(1)的

最值,得到β(Y)以及相应的y(Y),对任意Y∈Sk。若β(Y)>α,令Sk=Sk\Y,否则如步1中更新α,F 和b的值。
步3,剩余的分块集为Qk=(Qk\Yk)∪Sk,给定一个新的下界βk=min

Y∈Qk
β(Y)。

步4,令Qk+1=Qk\Y:α-β(Y)≤ε,Y∈Q{ }k ,若Qk+1=∅,则算法停止,α为问题(1)的最优值,b为其最优

解,否则令k=k+1,转入步5。
步5,选择一活动结点满足Yk=argmin

Y∈Qk
β(Y),yk=y(Yk),返回步1。

3算法的收敛性

问题(2)是问题(1)的线性下界,问题(2)的最优解能否收敛于问题(1)的最优解,利用中值定理证明收敛性。
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定理1 对问题(1)和问题(2),在算法执行的第k 步迭代中,对任意Y∈Qk,设Y= y:l≤y≤u{ ,

li≤yi≤ui,i=1,…,}n ⊆Y0,λ=(λ1,…,λn)T,其中λi=ui-li,i=1,…,n,又对任意y∈Y,记 D(y)=f(y)-
g(y),则D(y)在Y 上的最大值Dmax(y)满足 lim

maxλi→0
+
Dmax(y)=0。

证明 由线性化技术,得到g(y;Y,σ)=Φ(yk)+<ÑΦ(yk),y-yk>-ρ
2Ψu(y;Y,σ),其中 Ψu(y;Y,σ)=

z(1-σ)Ty+Ψ(y(σ))-z(1-σ)Ty(σ),所以

D(y)=f(y)-g(y)=Φ(y)-ρ
2Ψ(y)-Φ(yk)-<ÑΦ(yk),y-yk>+ρ

2Ψu(y;Y,σ)=

Φ(y)-Φ(yk)-<ÑΦ(yk),y-yk>+ρ
2
[Ψu(y;Y,σ)-Ψ(y)]

则 Dmax(y)=Φ(y)-Φ(yk)-<ÑΦj(yk),y-yk>+ρ
2
[z(1-σ)Ty+Ψ(y(σ))-z(1-σ)Ty(σ)-Ψ(y)]

由中值定理有Ψ(y)-Ψ(y(σ))=ÑΨ(ξ)(y-y(σ)),其中ξ=θy+(1-θ)y(σ),0<θ<1,则有

Dmax(y)=Φ(y)-Φ(yk)-<ÑΦj(yk),y-yk>+ρ
2
[z(1-σ)T-ÑΨ(ξ)][y-y(σ)]

又λi=ui-li,当maxλi→0时,y(σ)→y,则

lim
maxλi→0

+
Dmax(y)=lim

λ→0+
Φ(y)-Φ(yk)-<ÑΦ(yk),y-yk[ ]>+ lim

maxλi→0
+

ρ
2
[z(1-σ)T-ÑΨ(ξ)][y-y(σ)]=0

证毕

注 定理1说明了当子超矩形Y 的宽度充分小时,问题(2)的解充分接近问题(1)的解。
定理2 设问题(1)的全局最优解存在,则算法或者在有限步内求得问题(1)的全局最优解,或者算法产生的

迭代序列的极限点必为问题(1)的全局最优解。
证明 对于算法的每一次迭代,k=0,1,…,假设βk≤min

y∈Y0
f(y),Yk∈argmin

Y∈Qk
β(Y),yk=y(Yk)∈Yk 为真。

很显然 β{ }k 是一非下降序列,且有上界,因此 β{ }k 存在极限β:=lim
k→¥

βk=min
y∈D

f(y)。又 y{ }k 是在紧集上的序列,因

此它存在收敛子序列,对任意ŷ∈Ya,存在序列 y{ }r ⊂ y{ }k ,且lim
r→¥

yr=ŷ,由给定的算法,得到算法第二步中的分

块集的细分在Y0 上是穷举的,且被选择用来在第2步进行细分的集合的边界在逐步得到改进,同时问题(1)中
使用的线性子函数g 在Y0 上是严格一致的,因而存在一下降序列 Y{ }q ⊂Yr,其中Yr∈Qr,且yq∈Yq,βq=

β(Yq)=g(yq;Yq),lim
q→¥

yq= y{ }̂,此外,因为g(y)在Y0 上是严格一致的,所以有lim
q→¥

βq=β=f(ŷ),又因为Y0 是闭

集,因此ŷ∈Y0,则ŷ∈D,所以β=f(ŷ)=min
y∈Y0

f(y),ŷ∈Y*。 证毕

4数值例子

考虑带一般约束的大规模不定二次规划问题

min f(y)=12y
TAy+bTy

s.t. By≤c,0≤yi≤10,i=1,…,

ì

î

í
ïï

ïï n
表1 带一般约束的大规模不定二次规划运行问题的结果

Tab.1 Theresultoflarge-scaleDCprogrammingwithgeneralbounds

n 10 16 18 26 30 40 64 80 100

t(s) 0.8 3.51 2.72 10.34176.281.26476.28312.3972.6

其中,矩阵A,B,向量b和c中的元素都是由0
和1之间的数随机产生的。由C++语言编程

运行,结果见表1,其中n为所有矩阵的阶数及

所有向量的维数,t(s)为本算法运行时间。从

表1可以看出,随着矩阵阶数的增大,运行时间

也在增长,但算法是可行的,说明此算法对运行大规模不定二次规划问题有效。
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FastConvergenceAlgorithmforIndefiniteQuadraticProgramming
ProblemswiththeGeneralBound

CAI Jian
(CollegeofJincheng,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,Nanjing211156,China)

Abstract:Alineartransformationmethodispresentedtosolveindefinitequadraticprogramminginthispaper.First,themethodis
totranslateindefinitequadraticprogrammingintoarelaxedlinearprogramming.Then,accordingothelinearconstraintsthere-
ducedsub-super-rectanglealgorithmisproposed.Thevariablewhichunsatisfiedlinearconstraintsisdeletedfromboxconstraintsby
usingthealgorithm.Afterthat,theresultsofoptimalpointarecalculatedbyusingthebranchingalgorithm.Theglobalconver-
genceofthealgorithmisprovedinthispaper.Inordertoverifythevalidityofthealgorithm,alargescaleindefinitequadraticpro-
grammingisincreased.Thenewalgorithmisstillapplicable.Thenumericalexampleshowsthatthealgorithmcanquicklycalculate
theresults.
Keywords:indefinitequadraticprogramming;lineartechnology;sub-super-rectangle;globaloptimization
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