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关于矩阵族的一致相随性探讨*

邓 勇

(喀什师范学院 数学系,新疆 喀什844006)

摘要:矩阵的对角化问题是高等代数中一个重要而基本的内容,通常文献只讨论一个给定方阵的可对角化条件。但在理

论与应用中往往会大量涉及矩阵族的同时三角化问题。因此,研究矩阵族可同时三角化的条件将是一个不可回避的课

题。另外有文献虽引入了相似矩阵可同时对角化的概念及判定条件,但实际上矩阵族同时三角化和同时对角化在论证上

差异却很大。为此,在已有研究的基础上,引入了矩阵族的一致相随定义,利用特征分析技术研究了矩阵族可同时三角化

问题,得到了一致相随存在性的一个定理及其证明,最后例举了一致相随关系的两个应用。
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在矩阵理论中,通过相似变换把矩阵化成比较简单的形式是处理复杂问题时经常采用的一种重要方法。然

而矩阵族可同时三角化问题,在理论与应用中却更具有研究价值。文献[1]通过引入循环矩阵自身所具有的特

性,研究了相似族矩阵的对角化问题,给出了相似族矩阵可对角化的一个条件。文献[2-3]则主要讨论了两个矩

阵可同时三角化的条件。本文在此基础上,采用不同于已有文献的传统方法,从不变子空间这一解构线性算子

的工具入手,将文献[3]中两个矩阵可同时三角化问题推广到矩阵族可同时三角化上,得到其存在性的一个定

理。为方便叙述,文中讨论的矩阵都是复数域C上的n×n阶矩阵,符号U*表示矩阵U 的共轭转置矩阵,U-1表

示U 的逆矩阵,‖·‖表示向量的范数,Mn(C)表示复数域C上的n阶方阵集合。

1预备知识

定义1 矩阵族F={A1,…,Am}称为可交换的,如果F中任何两个矩阵Ai 和Aj 均满足AiAj=AjAi。

定义2 称矩阵A与B 关于U 上(下)相随,如果存在酉矩阵U,使得U*AU 与U*BU 均为上(下)三角形矩

阵。在不致引起混淆的情况下,也称A与B 是上(下)相随的。把矩阵这种上相随与下相随关系统称为相随[2]。

定义3 矩阵族F={A1,…,Am}称为上(下)一致相随矩阵族,如果存在一个共同的酉矩阵U,一并使得所有

U*AiU(i=1,…,m)为上(下)三角形矩阵。把矩阵族的上一致相随与下一致相随关系统称为一致相随。

定义4 若子空间W⊆Cn 是所有Ai∈F={A1,…,Am},i=1,2,…,m 的不变子空间,则称W是一个F-不变子

空间[4]。

显然,F-不变子空间必定存在。例如,Cn 就是W的一个F-不变子空间。

2主要结果

引理1 (不变子空间基本定理)设A为n×n阶复矩阵,若χ⊆Cn 为A 的一个不变子空间且χ≠{0},则χ中

必有一特征向量x,使得Ax=λx,其中λ是A 的一个特征值。

证明 设dimχ=r,0<r≤n。若0≠x∈χ,则向量集{x,Ax,A2x,…,Arx}属于χ且必定线性相关。事实上,
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因r维子空间χ 容不下r+1个线性无关的向量,故存在不全为零的数c0,c1,…,cr 使得c0x+c1Ax+…+
crArx=0。令s是满足cs≠0的最大指标,显然0<s≤r。以ci 为系数生成一个r 次多项式,并分解因式为c0+
c1t+…+crtr=cs(t-μ1)…(t-μs),其中每个μj∈C。同样,矩阵多项式也有相同形式的分解式[5],即

0 =(c0I+c1A+…+crAr)x=cs(A-μ1I)…(A-μsI)x
因此,等号右边的矩阵乘法算式中至少有一个μj 和某个向量v≠0使(A-μjI)v=0。换句话说,A 必定有一特征

向量v∈χ对应特征值μj。 证毕

引理2 可交换矩阵族F={A1,…,Am}至少存在一个F-不变子空间。
证明 设λ是Ai 的一个特征值。显然,Ai 的特征空间N(Ai-λI)={x|Aix=λx}是Ai 的一个不变子空

间[4]。对于i≠j和∀x∈N(Ai-λI),由

Ai(Ajx)=(AiAj)x=(AjAi)x=Aj(Aix)=Aj(λx)=λ(Ajx)
可知Ajx∈N(Ai-λI),即N(Ai-λI)也是Aj 的不变子空间。从而N(Ai-λI)就是可交换矩阵族F的一个F-不
变子空间。

根据引理1,Aj 中必有一特征向量x,使得Ajx=μx。说明可交换矩阵族F={A1,…,Am}中任意两个矩阵Ai

和Aj 必有一共同的特征向量。 证毕

定理1 (最小F-不变子空间定理)设F={A1,…,Am}是可交换矩阵族。若W≠{0}是它的一个最小维度的

F-不变子空间(未必唯一存在),则对∀Ai∈F,i=1,2,…,m,W中所有非零向量都是Ai 的特征向量。
证明 因为W≠{0}是一个F-不变子空间,所以W中必有一特征向量y,使得Aiy=λiy。令W0={y∈W|Aiy=

λiy},也就是说,W0=W∩N(Ai-λiI),说明W0 仍是Ai 的一个子空间[4]。
若W中有一个非零向量不是Ai,i=1,2,…,m 共同的特征向量,则W0≠W,于是dimW0≤dimW。设y∈W0

不是Ai,i=1,2,…,m 共同的特征向量。因为Ai 和Aj∈F是可交换矩阵,所以

Ai(Ajy)=(AiAj)y=(AjAi)y=Aj(Aiy)=Aj(λiy)=λi(Ajy)
即Ajy∈W0。换句话说,W0 是一个F-不变子空间。然而W0 比W的维度小,这与假设相矛盾。 证毕

定理1说明,可交换矩阵族F={A1,…,Am}必定存在一个最小维度的F-不变子空间。因此,F的每个成员

Ai,i=1,2,…,m 至少拥有一个共同的特征向量(未必对应相同的特征值)。
定理2 可交换矩阵族F={A1,…,Am}必定是一致上(下)相随矩阵族。即存在一个共同的酉矩阵U,对

∀Ai∈F,i=1,2,…,m,都有U*AiU 为上(下)三角形矩阵。
证明 仅给出一致上相随的证明,至于一致下相随的情况类似可证。
设x1 是所有Ai∈F的共同单位特征向量,即Aix1=λix1,i=1,…,m 且‖x1‖=1。将x1 扩充为一个酉矩阵

U1,可得U1= x1 y1 … yn[ ]-1 = x1[ ]Y ,其中Y= y1 … yn[ ]-1 ,y*
jx1=0,j=1,…,n-1。通过计算,可

得
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其中,bTi=x*
1AiY,Bi=Y*AiY。

因为Ai 和Aj 是可交换矩阵,所以U*
1AiU1 和U*

1AjU1 也是可交换矩阵,从而Bi 和Bj 也是可交换矩阵,因
此,矩阵族{B1,…,Bm}构成一个(n-1)×(n-1)阶可交换矩阵族。

同样地,设x2 是所有Bi∈{B1,…,Bm}的共同单位特征向量,即Bix2=μix2,i=1,…,m 且‖x2‖=1。运用

上述相同的方式可产生一个(n-1)×(n-1)阶酉矩阵 ～U2(～U2 的第一列为x2),使得 ～U*
2Bi

～U2 成为一个上三角形

矩阵。为简化符号,将上三角形矩阵 ～U*
2Bi

～U2 中不影响后续程序的分块以*表示为 ～U*
2Bi
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,其中

{C1,…,Cm}是新产生的(n-2)×(n-2)阶可交换矩阵族。为结合n×n阶矩阵U1 和(n-1)×(n-1)阶矩阵

～U2,可令U2=
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前面两步的计算程序可表示成U*
2U*
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。由于可交换矩

阵族中矩阵的阶数逐次递减,故重复上述过程,经有限步运算之后即可归纳得到酉矩阵U=Un-1…U2U1,使得

U*AiU(Ai∈F)均为上三角形矩阵。 证毕

3应用举例

例1 若F={A1,…,Am}为正规一致相随矩阵族,则F={A1,…,Am}必为可同时对角化矩阵族。

证明 任给Ai,Aj∈F,因F是一致相随矩阵族,即Ai 与Aj 可同时三角化,故存在一个酉矩阵U,使得U*AiU
与U*AjU 同为上三角矩阵。而Ai 与Aj 又同为正规矩阵,从而U*AiU 与U*AjU 也为正规矩阵[6],分别记为

Bi,Bj。显然,B*
i 与B*

j 均为下三角矩阵。下面用归纳法证明Bi 为对角矩阵。

当n=1时结论显然成立;

假设结论对小于n的情形成立,下面考虑n的情形。为此,令Bi=
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,其中Ci 是上三角矩阵,则B*
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,由AiA*

i =A*
iAi,可得CiC*

i +αα*=C*
iCi,a2=a2+α*α,故α*α=0,即α为零向量,于是得CiC*

i =

C*
iCi,从而Ci 也是n-1阶正规上三角矩阵。由归纳假设知,Ci 是对角矩阵,于是Bi 为对角矩阵,进而Ai 可对

角化。类似可证Bj 也是对角矩阵,进而Aj 也可对角化。 证毕

例2 设M 是Mn(C)的子空间且M 中任何矩阵两两可交换,证明M 的最大维度是 n2é

ë
êê

ù

û
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证明 对n用数学归纳法。

当n=1时,结论显然成立;

假设结论对小于n的情况成立,考虑n的情形:由于M 中的矩阵两两可交换,所以M 是一致相随矩阵族,即
其中所有矩阵可同时上三角化。为方便起见,不妨设M 中每个矩阵都是上三角的。对每个A∈M,截取A 左上

角的n-1阶子矩阵,并把这个矩阵记作f(A);再截取A 右下角的n-1阶子矩阵,记作g(A)。因此,所有的

f(A)两两可交换,所有的g(A)两两可交换[6]。因f和g 都可看作是M 到交换子空间Mn-1(C)的线性映射,故
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,这里的α 和βT 都是n 维向量。若它俩可交换,则有βTα=0,即α⊥β,于是

ker(f)⊥ker(g)。又dimker(f( ))+dimker(g( ))≤n,由秩-零度定理可得

dimM=dim(ker(f)+dimf(M))=dim(ker(g)+dimg(M))≤
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最后,根据归纳法原理可知,M 的最大维度是 n2é

ë
êê

ù

û
úú4 +1。 证毕

本文仅对矩阵族的一致相随性条件进行了论证。实际上,求使矩阵族可同时三角化的酉矩阵同样值得研

究,可在以后继续进行深入讨论。
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TheDiscussionofConsistentAccompanyonFamilyofMatrices

DENGYong
(DepartmentofMathematics,KashiNormalUniversity,KashiXinjiang844006,China)

Abstract:Thediagonalizationofmatrixisanimportantandbasiccontentinadvancedalgebra,butthediagonalizableconditionsof

givenasquarematrixhaveonlydiscussedincommonadvancedalgebratextbooksandliteratures.However,asetofmatriceswere

oftenheavilyinvolvedintheoriesandapplications.Therefore,peoplelookforconditionsthatasetofmatricestriangularizationsim-

ultaneouslywillbeanunavoidabletopic.Althoughtheconceptsandjudgedconditionsoftriangularizationsimultaneouslyonasetof

matriceswereintroducedin[1],butseefromthesurface,triangularizationanddiagonalizationsimultaneouslyonasetofmatrices

seemtobesimilarthemesofcommutativematrixfamily.However,therearelargerdifferencesabouttheirargumentationsinfact.

Clearly,wediscusstheconditionsofsimultaneouslytriangularizationonasetofmatricesmustbeanotherway.Tothisend,The

definitionwasintroducedaboutconsistentaccompanyofmatrixfamilybasedonliteratures[2-3],useittostudytheproblemsofthe

matrixfamilysimilartriangulationsimultaneously,obtainedanexistencetheoremanditsproof,andthengiventwoofapplications

onconsistentaccompany.

Keywords:commutativefamilyofmatrices;consistentaccompany;invariantsubspace;triangulation;Schurdecomposition
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