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布尔代数的I-V模糊子代数*
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摘要:研究了布尔代数的I-V(Intervalvalued)模糊子代数及其相关性质,推广了相关文献中布尔代数的模糊子代数的结

果。首先,通过将I-V模糊集应用于布尔代数,定义了布尔代数的I-V模糊子代数的概念,得到了布尔代数的I-V模糊子

代数的两个简化判定定理;然后,讨论了布尔代数的I-V模糊子代数与(模糊)子代数之间的关系,证明了布尔代数上的I-
V模糊集是I-V模糊子代数的充要条件是I-V模糊集的截集是布尔代数的子代数,布尔代数上的I-V模糊集是I-V模糊

子代数的充要条件是I-V模糊集的上下隶属函数均为布尔代数的模糊子代数;其次,讨论了布尔代数的I-V模糊子代数

的交、同态等性质,证明了布尔代数的I-V模糊子代数的交、同态像和同态逆像等也是布尔代数的I-V模糊子代数;最后,
讨论了布尔代数直积上的I-V模糊子代数。
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目前,布尔代数的相关模糊理论研究取得了一系列的研究成果。其中,文献[1]引入了布尔代数的模糊子代

数,模糊理想和模糊商布尔代数等概念,并讨论了相关性质;文献[2]讨论了布尔代数上的模糊同余关系与布尔

代数的模糊理想之间的关系,给出了商布尔代数的同构定理;文献[3]讨论了布尔代数的模糊子代数的直积以及

模糊商布尔代数的直积特征;文献[4]研究了布尔代数的(∈,∈,∨q)-模糊子代数、(∈,∈,∨q)-模糊理想和

(∈,∈,∨q)-模糊商布尔代数;文献[5]讨论了布尔代数的直觉模糊子代数、直觉模糊理想和直觉模糊商布尔代

数;文献[6-7]引入了布尔代数的直觉T-S模糊子代数、直觉T-S模糊理想、直觉T-S模糊子代数直积等概

念,并讨论它们的相关性质;文献[8]在布尔代数中引入了(λ,μ)模糊子代数的概念,讨论了其相关性质;文献[9]
研究了布尔代数的(∈,∈,∨q(λ,μ))-模糊理想及广义模糊理想;文献[10]定义了R-模糊布尔代数,讨论了其性质

以及与模糊布尔代数的关系。
在上述研究基础上,本文将I-V模糊集的思想应用于布尔代数,提出了布尔代数的I-V模糊子代数的概念,

并对其相关性质进行了研究,得到了布尔代数的I-V模糊子代数的两个简化判断定理,讨论了布尔代数的I-V模

糊子代数与(模糊)子代数之间的关系,证明了布尔代数的I-V模糊子代数的交、同态像和同态逆像等也是布尔

代数的I-V模糊子代数。本文研究进一步丰富和完善了布尔代数上的模糊理论。

1相关概念

定义1[11] 具有两个二元代数运算+,·的代数系统<R,+,·,0,1>称为布尔代数,若R 中至少含有两个不

同元,且下面公理成立:1)交换律:∀a,b∈R,a+b=b+a,ab=ba,(其中ab为a·b);2)结合律:∀a,b,c∈R,
(a+b)+c=a+(b+c),(ab)c=a(bc);3)分配律:∀a,b,c∈R,a(b+c)=ab+ac,a+bc=(a+b)(a+c);4)0-1
律:∃0,1∈R,∀a∈R,a+0=a,a1=a;5)互补律:∀a∈R,∃a∈R,a+a=1,aa=0。

定义2[11] 设<R,+,·,0,1>为布尔代数,∀a,b∈R,如果a+b=b,则称a不大于b,记为a≤b。
布尔代数<R,+,·,0,1>有时记为<R,+,·,-,0,1>。为表示方便,以后用 R,R′分别表示布尔代数

<R,+,·,-,0,1>,<R′,+,·,0′,1′>。
定理1[11] 设<R,+,·,-,0,1>为布尔代数,∀a,b∈R,有:1)a0=0,a+1=1,aa=a,a+a=a;2)ab=a+
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b,a+b=ab,a=a,1=0,0=1。
定义3[12] 称a=[a-,a+]⊆[0,1]为区间数。令D[0,1]={[a-,a+]|0≤a-≤a+≤1}表示所有[0,1]内

的区间数组成的集合。
设a∈[0,1],令a=[a,a],则a∈D[0,1]。
定义4[12] 设ai∈D[0,1],其中ai=[a-
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ai= ∧
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a+[ ]i ;设a,b∈D[0,1],其中a=[a-,a+],b=[b-,b+],定义a≤b⇔a-≤b-,a+≤b+,a=b⇔a-=b-,

a+=b+。
定义5[12] 论域X 上的一个I-V模糊集为A:X→D[0,1],即指集合A={(x,A(x)=[A-(x),A+(x)]|x∈

X)},其中A+(x),A-(x)是X 上的两个模糊集,分别称为I-V模糊集A 的上下隶属函数,且A-(x)≤A+(x),

∀x∈X。论域X 上的全体I-V模糊集记为FI(X)。

定义6[12] 设A,B∈FI(X),A∩B,A∪B 分别定义为(A∩B)(x)=A(x)∧B(x),(A∪B)(x)=A(x)∨

B(x),∀x∈X。
定义7 设A 是X 上的I-V模糊集,[s,t]∈D[0,1],称A[s,t]={x∈X|A(x)≥[s,t]}为A 的上截集。
定义8[1] 设A:R→[0,1]为布尔代数R 的模糊集,若∀a,b∈R,下面条件成立:1)A(a+b)≥A(a)∧

A(b);2)A(ab)≥A(a)∧A(b);3)A(a)≥A(a)。则称A 是R 的模糊子代数。

2主要结论

定义9 设A:R→D[0,1]为布尔代数R 的I-V模糊集,若∀a,b∈R,下面条件成立:1)A(a+b)≥A(a)∧
A(b);2)A(ab)≥A(a)∧A(b);3)A(a)≥A(a)。则称A 是R 的I-V模糊子代数。

当∀a∈R,A-(a)=A+(a)时,布尔代数R 的I-V模糊子代数就退化为文献[1]中的布尔代数的模糊子代

数,因此布尔代数的I-V模糊子代数是布尔代数的模糊子代数的一个推广。
定理2 设A:R→D[0,1]为布尔代数R 的I-V模糊集,则A 是R 的I-V模糊子代数的充要条件为定义9中

的条件1)和3)成立。
证明 必要性,显然。
充分性。只需证明定义9中条件2)成立即可。由于∀a,b∈R,有

A(ab)=A(a+b)≥A(a+b)≥A(a)∧A(b)≥A(a)∧A(b)
即定义9中条件2)成立。 证毕

定理3 设A:R→D[0,1]为布尔代数R 的I-V模糊集,则A 是R 的I-V模糊子代数的充要条件为定义9中

的条件2)和3)成立。
证明 必要性,显然。
充分性。只需证明定义9中条件1)成立即可。由于∀a,b∈R,有

A(a+b)=A(ab)≥A(ab)≥A(a)∧A(b)≥A(a)∧A(b)
即定义9中条件1)成立。 证毕

定理4 设A:R→D[0,1]为R 的I-V模糊子代数,则:1)A(0)=A(1);2)A(0)≥A(a),∀a∈R。
证明 1)由于A(0)=A(1)≥A(1),又A(1)=A(0)≥A(0),所以A(0)=A(1)。

2)∀a∈R,A(0)=A(aa)≥A(a)∧A(a)≥A(a)∧A(a)=A(a)。 证毕

定理5 设A:R→D[0,1]为R的I-V模糊集,则A是R 的I-V模糊子代数的充要条件是,∀[s,t]∈D[0,1],
当A[s,t]={a∈R|A(a)≥[s,t]}≠∅时,A[s,t]是R 的子代数。

证明 必要性。已知A 是R 的I-V模糊子代数。
对∀[s,t]∈D[0,1],若A[s,t]≠∅,则∀a,b∈A[s,t],有A(a)≥[s,t],A(b)≥[s,t],于是有 A(a+b)≥

A(a)∧A(b)≥[s,t],所以a+b∈A[s,t];又因为∀a∈A[s,t],有A(a)≥A(a)≥[s,t],所以a∈A[s,t]。因此,A[s,t]≠
∅是R 的子代数。

充分性。已知当A[s,t]≠∅时,A[s,t]是R 的子代数。
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∀a,b∈R,令A(a)∧A(b)=[s,t],则A(a)≥[s,t],A(b)≥[s,t],于是a,b∈A[s,t],又A[s,t]是R 的子代数,

所以a+b∈A[s,t],即有A(a+b)≥[s,t]=A(a)∧A(b);类似地,可以证明A(a)≥A(a)。因此,A 是R 的I-V模

糊子代数。 证毕

定理6 设A,B 是R 的I-V模糊子代数,则A∩B 是R 的I-V模糊子代数。
证明 ∀a,b∈R,则 (A∩B)(a+b)=A(a+b)∧B(a+b)≥(A(a)∧A(b))∧(B(a)∧B(b))=

(A(a)∧B(a))∧(A(b)∧B(b))=(A∩B)(a)∧(A∩B)(b)
(A∩B)(a)=A(a)∧B(a)≥A(a)∧B(a)=(A∩B)(a)

所以,A∩B 是R 的I-V模糊子代数。 证毕

例1 设A,B 是R 的I-V模糊子代数,则A∪B 未必是R 的I-V模糊子代数。
集代数R=<2{a,b,c},∪,∩,-,∅,{a,b,c}>为布尔代数,定义R 上两个I-V模糊集A,B 如下

A(∅)=A({a,b,c})=A({a})=A({b,c})=[0.6,0.9],A({b})=A({a,c})=A({c})=A({a,b})=[0.5,0.8]
B(∅)=B({a,b,c})=B({b})=B({a,c})=[0.6,0.9],B({a})=B({b,c})=B({c})=B({a,b})=[0.4,0.7]

可以验证A,B 是R 的I-V模糊子代数。
由于(A∪B)({a}∪{b})=[0.5,0.8]≤[0.6,0.9]=(A∪B)({a})∧(A∪B)({b}),所以A∪B 不是R 的I-

V模糊子代数。
定理7 设Ai,i∈I(I是指标集)是R 的I-V模糊子代数,则∩

i∈I
Ai 是R 的I-V模糊子代数。

定理8 设A(x)=[A-(x),A+(x)]是R 的I-V模糊集,则A 是R 的I-V模糊子代数的充要条件是,

A-(x),A+(x)是R 的模糊子代数。
证明 必要性。∀a,b∈R,则     [A-(a+b),A+(a+b)]=A(a+b)≥A(a)∧A(b)=

[A-(a),A+(a)]∧[A-(b),A+(b)]=[A-(a)∧A-(b),A+(a)∧A+(b)]
于是,A-(a+b)≥A-(a)∧A-(b),A+(a+b)≥A+(a)∧A+(b)。又[A-(a),A+(a)]=A(a)≥A(a)=
[A-(a),A+(a)]。于是,A-(a)≥A-(a),A+(a)≥A+(a)。所以,A-(x),A+(x)是R 的模糊子代数。

充分性。∀a,b∈R,则
A(a+b)=[A-(a+b),A+(a+b)]≥[A-(a)∧A-(b),A+(a)∧A+(b)]=A(a)∧A(b)

A(a)=[A-(a),A+(a)]≥[A-(a),A+(a)]=A(a)
所以,A 是R 的I-V模糊子代数。 证毕

定理9 布尔代数R 的每一个子代数均可表示为R 的一个I-V模糊子代数的上截集。

证明 设S是R 的一个子代数,A 是R 的I-V模糊集,其中A(x)=
a,x∈S
0,{ 否则

,a(≠0)∈D[0,1]。显然,

A[a,a]={x∈X|A(x)≥[a,a]}=S。

事实上,∀x∈S,则A(x)=[a,a],于是x∈A[a,a],所以S⊆A[a,a]。另一方面,∀x∈A[a,a],则A(x)≥[a,a],

于是A(x)=[a,a],即x∈S,所以A[a,a]⊆S,从而A[a,a]=S。

下面证明A 是R 的I-V模糊子代数。首先∀x,y∈R,则:1)若x,y∈S,则xy∈S,即有 A(xy)=a=
a∧a=A(x)∧A(y);2)若x,y∉S,则A(x)=A(y)=0,即有A(xy)≥0=0∧0=A(x)∧A(y);3)若x∈S,y∉
S,则A(x)=a,A(y)=0,即有A(xy)≥0=0∧a=A(x)∧A(y);4)若x∉S,y∈S,证明同3)。

其次∀x∈R,则:1)若x∈S,则x∈S,即有A(x)=a=A(x);2)若x∉S,则x∉S,即有A(x)=0=A(x)。
于是,A 是R 的I-V模糊子代数。 证毕

定理10 设S是布尔代数R 的子集,令χS:R→D[0,1]为R 的I-V模糊集,其中χS(x)=
1,x∈S
0,{ 否则

,则χS 为

R 的I-V模糊子代数的充要条件为S是R 的子代数。
证明 充分性。由定理9可知χS 为R 的I-V模糊子代数。
必要性。设χS 为R 的I-V模糊子代数。令x,y∈S,则χS(x)=1=χS(y),于是χS(xy)≥χS(x)∧χS(y)=

1∧1=1,即xy∈S。令x∈S,则χS(x)=1,于是χS(x)≥χS(x)=1,即x∈S。所以S是R 的子代数。 证毕

定理11 设A 是布尔代数R 的I-V模糊子集,则RA={x∈R|A(x)=A(0)}是R 的子代数。
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证明 ∀x,y∈RA,则A(x)=A(0)=A(y),于是A(xy)≥A(x)∧A(y)=A(0)∧A(0)=A(0),又A(0)≥

A(xy),所以A(xy)=A(0),即xy∈S。

∀x∈RA,则A(x)≥A(x)=A(0),又A(0)≥A(x),于是A(x)=A(0),即x∈RA。所以,RA 是R 的子代

数。 证毕

定理12 设f是布尔代数R 到R′的同态满射,若ν是R′的I-V模糊集,则ν是R′的I-V模糊子代数的充要

条件为f-1(ν)是R 的I-V模糊子代数,其中f-1(ν)(a)=ν(f(a)),∀a∈R。
证明 必要性。已知ν是R′的I-V模糊子代数。于是∀a,b∈R,则

f-1(ν)(a+b)=ν(f(a+b))=ν(f(a)+f(b))≥ν(f(a))∧ν(f(b))=f-1(ν)(a)∧f-1(ν)(b)

f-1(ν)(a)=ν(f(a))=ν(f(a))≥ν(f(a))=f-1(ν)(a)
所以,f-1(ν)是R 的I-V模糊子代数。

充分性。已知f-1(ν)是R 的I-V模糊子代数。∀a′,b′∈R′,由于f是R 到R′的满射,因此存在a,b∈R,使
得f(a)=a′,f(b)=b′,从而有a′=f(a)=f(a),于是   ν(a′b′)=ν(f(a)f(b))=ν(f(ab))=

f-1(ν)(ab)≥f-1(ν)(a)∧f-1(ν)(b)=ν(f(a))∧ν(f(b))=ν(a′)∧ν(b′)

ν(a′)=ν(f(a))=f-1(ν)(a)≥f-1(ν)(a)=ν(f(a))=ν(a′)
所以,ν是R′的I-V模糊子代数。 证毕

定理13 f是布尔代数R 到R′的同态满射,若μ是R 的I-V模糊子代数,则f(μ)是R′的I-V模糊子代数,
其中f(μ)(a′)=sup{μ(a)|f(a)=a′},∀a′∈R′。

证明 由于f是R 到R′的满射,因此∀a′,b′∈R′,∃a,b∈R,使得f(a)=a′,f(b)=b′。于是

f(μ)(a′b′)=sup{μ(x)|f(x)=a′b′}≥sup{μ(ab)|f(ab)=a′b′}=sup{μ(ab)|f(a)f(b)=a′b′}≥
sup{μ(a)|f(a)=a′}∧sup{μ(b)|f(b)=b′}=f(μ)(a′)∧f(μ)(b′)

f(μ)(a′)=sup{μ(x)}|f(x)=(a′)≥sup{μ(a)|f(a)=(a′)}sup{μ(a)|f(a)=a′}=f(μ)(a′)
所以,f(μ)是R′的I-V模糊子代数。 证毕

定理14 设σ是布尔代数R 的一个I-V模糊集,μσ 是R×R 的一个I-V模糊集,其中μσ(a,b)=σ(a)∧σ(b),
则σ是R 的I-V模糊子代数的充要条件是μσ 是R×R 的I-V模糊子代数。

证明 必要性。已知σ是R 的I-V模糊子代数,于是,∀a,a′,b,b′∈R,有

μσ[(a,a′)+(b,b′)]=μσ(a+b,a′+b′)=σ(a+b)∧σ(a′+b′)≥
[σ(a)∧σ(b)]∧[σ(a′)∧σ(b′)]=[σ(a)∧σ(a′)]∧[σ(b)∧σ(b′)]=μσ(a,a′)∧μσ(b,b′)

μσ(a,a′)=μσ(a,a′)=σ(a)∧σ(a′)≥σ(a)∧σ(a′)=μσ(a,a′)
故μσ 是R×R 的I-V模糊子代数。

充分性。已知μσ 是R×R 的I-V模糊子代数,于是∀a,b∈R,有

σ(a+b)=σ(a+b)∧σ(a+b)=μσ(a+b,a+b)=μσ[(a,b)+(b,a)]≥

μσ(a,b)∧μσ(b,a)=[σ(a)∧σ(b)]∧[σ(b)∧σ(a)]=σ(a)∧σ(b)

σ(a)=σ(a)∧σ(a)=μσ(a,a)=μσ(a,a)≥μσ(a,a)=σ(a)∧σ(a)=σ(a)
故σ是R 的I-V模糊子代数。 证毕

定理15 设μ,ν分别是布尔代数R,R′的I-V模糊子代数,则(μ×ν)(a,b)=μ(a)∧ν(b),∀(a,b)∈R×R′是

R×R′的I-V模糊子代数。
证明 ∀(a,b),(a′,b′)∈R×R′,则 (μ×ν)[(a,b)+(a′,b′)]=(μ×ν)(a+a′,b+b′)=μ(a+a′)∧ν(b+b′)≥
[μ(a)∧μ(a′)]∧[ν(b)∧ν(b′)]=[μ(a)∧ν(b)]∧[μ(a′)∧ν(b′)]=(μ×ν)(a,b)∧(μ×ν)(a′,b′)

(μ×ν)(a,b)=(μ×ν)(a,b)=μ(a)∧ν(b)≥μ(a)∧ν(b)=(μ×ν)(a,b)
故μ×ν是R×R′的I-V模糊子代数。 证毕
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I-VFuzzySubalgebrasofBooleanAlgebras

XUHongwei,LIU Weifeng
(DepartmentofMathematicsandPhysics,ZhengzhouInstituteofAeronauticalIndustryManagement,Zhengzhou450015,China)

Abstract:I-V(Intervalvalued)fuzzysubalgebrasofBooleanalgebraanditspropertieswerediscussed,andsomeresultsaboutfuzzy
subalgebrasofBooleanalgebrasintherelatedreferencesweregeneralized.Firstly,I-VfuzzysetswasappliedtoBooleanalgebras,

andI-VfuzzysubalgebrasofBooleanalgebrawasdefinedandtwosimplifiedjudgingtheoremsofI-Vfuzzysubalgebrasweregiven.
Secondly,therelationbetweenintervalvaluedfuzzysubalgebrasand(fuzzy)subalgebrasofBooleanalgebrawerediscussed,andit
wasprovedthatI-VfuzzysetsofBooleanalgebraswasI-VfuzzyalgebrasifandonlyifthecutsetsofI-Vfuzzysetswassubalgebras
ofBooleansubalgebras,andI-VfuzzysetsofBooleanalgebraswasI-Vfuzzyalgebrasifandonlyifloweranduppermembership
functionsweresubalgebrasofBooleansubalgebras.Thirdly,thenaturesaboutintersection,homomorphismofI-Vfuzzysubalge-
brasofBooleansubalgebraswerediscussed,anditisstatedthatintersection,imagesandinverse-imagesunderBooleanalgebraho-
momorphismofI-VfuzzysubalgebrasofBooleanalgebraarerespectivelyI-VfuzzysubalgebrasofBooleanalgebra.Lastly,I-V
fuzzysubalgebrasofdirectproductofBooleanalgebraswerediscussed.
Keywords:Booleanalgebras;fuzzysubalgebras;I-Vfuzzysubalgebras;subalgebras
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