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Rosenau-RLW方程的非线性守恒差分格式*
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摘要:对Rosenau-RLW方程的初边值问题研究差分数值计算方法,提出了一个带有加权系数θ的两层非线性差分格式。
格式模拟了方程的两个守恒量,并利用差分解的先验估计和能量方法分析了该格式的二阶收敛性与无条件稳定性。数值

结果表明,适当调整加权系数θ,可以大幅提高格式的计算精度。
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在对紧离散系统的研究中,波-波及波-墙相互作用的情形不能用著名的KdV方程来处理。为了克服这个不

足之处,文献[1]提出了Rosenau方程

ut+uxxxxt+ux+uux=0 (1)
它通常用于描述紧离散系统和模拟无线电及计算机领域中通过一个L-C流程的长链传输线模型。Rosenau方

程也可以被看作是正则长波 (RLW)方程

ut-uxxt+ux+uux=0 (2)
的变形,而RLW方程通常用于模拟非线性发散介质中的长波。在进行非线性扩散波的研究时,正则长波方程因

其描述大量的物理现象而占有重要的地位,特别是它所描述的运动有与KDV方程相同的逼近界,而且能很好地

模拟KdV方程的几乎所有应用[2]。因此对方程(1)和方程(2)的研究引起了众多学者的关注[3-10]。
作为对Rosenau方程(1)和RLW方程(2)的推广,文献[11-13]又进一步对Rosenau-RLW 方程进行了数值

研究。本文考虑如下Rosenau-RLW方程的初边值问题

ut-uxxt+uxxxxt+ux+αuux=0 (3)
u(xL,t)=u(xR,t)=0,uxx(xL,t)=uxx(xR,t)=0,t∈[0,T] (4)

u(x,0)=u0(x),x∈[xL,xR] (5)
其中α>0是常数,u0(x)是已知函数。问题(3)~(5)具有如下守恒律[11-13]

Q(t)=∫
xR

xL
u(x,t)dx=∫

xR

xL
u0(x)dx=Q(0) (6)

E(t)=‖u‖2L2+‖ux‖2L2+‖uxx‖2L2=E(0) (7)
其中Q(0),E(0)均为仅与初始条件有关的常数。

Li和Vu-Quoc在文献[14]中指出“一定程度上,保持原问题守恒量的能力是评价一个数值方法优劣的标

准”。文献[15]指出,守恒的差分格式可以较好地拟合问题本身所具有的守恒律,而且避免了其他非守恒差分格

式的非线性“爆炸”,所以构造守恒的差分格式始终是一件非常有意义的工作。本文在保持二阶理论精度的情况

下,在空间层引入加权系数θ,对问题(3)~(5)提出了一个新的两层非线性加权差分格式,格式合理地模拟了守

恒量(6)和(7)。数值算例表明,适当地调整加权系数θ,能够使计算结果具有更小误差。

1差分格式和守恒律

对区域[xL,xR]×[0,T]作网格剖分,取空间步长h=xR-xL

J
,时间步长为τ,xj=xL+jh,j=0,1,2,…,J,
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tn=nτ,n=0,1,2,…,N,N= Té
ë
êê

ù

û
úúτ
。在本文中,用C表示与时间步长和空间步长无关的一般正常数(即在不同地

方可以有不同的取值);记un
j≈u(xj,tn)以及Z0h={u=(uj)u0=uJ=0,j=0,1,2,…,J}。

定义 (un
j)x=un

j+1-un
j

h
,(un

j)x=un
j -un

j-1

h
,(un

j)x̂=un
j+1-un

j-1

2h
,(un

j)t=
un+1

j -un
j

τ
,un+12j =un+1

j +un
j

2
,<un,vn>=

h∑
J-1

j=1
un

jvn
j,‖un‖2=<un,un>,‖un‖¥ = max

1≤j≤J-1
un

j 。

对问题(3)~(5)考虑如下有限差分格式(θ>1/2)
1-θ
2
(un

j+1+un
j-1)t+θ(un

j)t-(un
j)xxt+(un

j)xxx xt+(un+12j )x̂+α
3 un+12j (un+12j )x̂+[(un+12j )2]x{ }̂=0 (8)

u0j=u0(xj),j=0,1,2,…,J (9)

un∈Z0h,(un
0)xx=(un

J)xx=0,n=0,1,2,…,N (10)
由边界条件(4)可知,离散边界条件(10)的是合理的。差分格式(8)~(10)对守恒律(6)和(7)的数值模拟如下。

定理1 设u0∈H2
0[xL,xR],则差分格式(8)~(10)关于以下离散能量是守恒的,即

Qn =h∑
J-1

j=1

1-θ
2
(un

j+1+un
j-1)+θué

ë
êê

ù

û
úú

n
j =Qn-1=…=Q0 (11)

En =θ‖un‖2+(1-θ)h∑
J-1

j=1
un

j+1un
j +‖un

x‖2+‖un
xx‖2=En-1=…=E0 (12)

其中n=1,2,…,N。
证明 (8)式两端乘以h后对j求和,结合边界条件(10)和分部求和公式[12],然后对n递推可得(11)式。

将(8)式与2un+12(即un+1+un)作内积,由边界条件(10)和分部求和公式[12]得

(1-θ)
τ h∑

J-1

j=1
un+1

j+1un+1
j -un

j+1u( )n
j +θ

τ ‖un+1‖2-‖un‖( )2 +1τ ‖un+1
x ‖2-‖un

x‖( )2 +

1
τ ‖un+1

xx ‖2-‖un
xx‖( )2 +2<un+12x̂ ,un+12>+2<φ(un+12),un+12>=0 (13)

其中φun+12( )j =α
3 un+12j un+12( )j x̂+ un+12( )j[ ]2 x{ }̂,又

<un+12x̂ ,un+12>=0 (14)

<φun+( )
1
2 ,un+12>=α

3h∑
J-1

j=1
un+12j un+12( )j x̂ + un+12( )j[ ]2 x{ }̂un+12j =α

3h∑
J-1

j=1
un+12( )j

2 un+12( )j x̂+

α
3h∑

J-1

j=1
un+12( )j[ ]2 x̂un+12j =α

3h∑
J-1

j=1
un+12( )j

2 un+12( )j x̂ -α
3h∑

J-1

j=1
un+12( )j

2 un+12( )j x̂ =0 (15)

于是将(14)、(15)式带入(13)式,然后递推可得(12)式。 证毕

2差分格式的收敛性与稳定性

令问题(3)~(5)的解为v(x,t),记vn
j=v(xj,tn),则差分格式(8)~(10)的截断误差为

rn
j=1-θ2

(vn
j+1+vn

j-1)t+θ(vn
j)t-(vn

j)xxt+(vn
j)xxx xt+vn+12( )j x̂+φvn+12( )j (16)

由Taylor展开式可知,当h,τ→0时,rn
j =O(τ2+h2)。

引理1 设u0∈H2
0[xL,xR],则初边值问题(3)~(5)的解满足‖u‖L2≤C,‖ux‖L2≤C,‖uxx‖L2≤C,

‖u‖L¥
≤C,‖ux‖L¥

≤C。
证明 由(7)式得‖u‖L2≤C,‖ux‖L2≤C,‖uxx‖L2≤C。再由Sobolev不等式有‖u‖L¥

≤C,‖ux‖L¥
≤C。

证毕

定理2 设u0∈H2
0[xL,xR],则差分格式(8)~(10)的解满足‖un‖≤C,‖un

x‖≤C,‖un
xx‖≤C。从而有

‖un‖¥≤C,‖un
x‖¥≤C(n=1,2,…,N)。

证明 由于 h∑
J-1

j=1
un

j+1un
j ≤ ‖un‖2 (17)
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可得 (θ- 1-θ )‖un‖2+‖un
x‖2+‖un

xx‖2≤En (18)

由θ>12
,则θ- 1-θ >0。于是由定理1和(18)式可得‖un‖≤C,‖un

x‖≤C,‖un
xx‖≤C。最后由离散

的Sobolev不等式[12]得‖un‖¥≤C,‖un
x‖¥≤C。 证毕

定理3 设u0∈H2
0[xL,xR],则差分格式(8)~(10)的解un 以‖·‖¥ 收敛到初边值问题(1)~(3)的解,且

收敛阶为O(τ2+h2)。
证明 将(16)式减去(8)式,并记en

j=vn
j-un

j,得

rn
j=1-θ2

(en
j+1+en

j-1)t+θ(en
j)t-(en

j)xxt+(en
j)xxx xt+en+12( )j x̂+φvn+12( )j -φun+12( )j (19)

将(19)式两端与2en+12作内积,有

<rn,2en+12>=
(1-θ)h

τ ∑
J-1

j=1

(en+1
j+1en+1

j -en
j+1en

j)+θ
τ
(‖en+1‖2-‖en‖2)+1τ

(‖en+1
x ‖2-‖en

x‖2)+

1
τ
(‖en+1

xx ‖2-‖en
xx‖2)+2<en+12x̂ ,en+12>+2<φvn+( )

1
2 -φun+( )

1
2 ,en+12> (20)

类似于(14)式有 <en+12x̂ ,en+12>=0 (21)

利用引理1、定理2以及Cauchy-Schwarz不等式,有     <φvn+( )
1
2 -φun+( )

1
2 ,en+12>=

αh
3∑

J-1

j=1
vn+12j vn+12( )j x̂ -un+12j un+12( )j x[ ]^en+12j +αh

3∑
J-1

j=1
vn+12( )j

2- un+12( )j[ ]2 x̂en+12j =

αh
3∑

J-1

j=1
vn+12j en+12( )j x̂ +en+12j un+12( )j x[ ]^en+12j -αh

3∑
J-1

j=1
en+12j vn+12j +un+12( )[ ]j en+12( )j x̂ ≤

C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en+1
x̂ ‖2+‖en

x̂‖2)≤C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2) (22)

<rn,2en+12>=<rn,en+1+en>≤‖rn‖2+‖en+1‖2+‖en‖2 (23)
将(21)~(23)式带入(20)式,整理有

(1-θ)h∑
J-1

j=1

(en+1
j+1en+1

j -en
j+1en

j)+θ(‖en+1‖2-‖en‖2)+(‖en+1
x ‖2-‖en

x‖2)+(‖en+1
xx ‖2-‖en

xx‖2)≤

‖rn‖2+C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2)≤‖rn‖2+C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2+‖en+1
xx ‖2+‖en

xx‖2)
(24)

则令Bn =(1-θ)h∑
J-1

j=1
en

j+1en
j +θ‖en‖2+‖en

x‖2+‖en
xx‖2,则(24)式等价于

Bn+1-Bn≤‖rn‖2+C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2+‖en+1
xx ‖2+‖en

xx‖2) (25)

将(25)式从0到n-1求和得Bn ≤B0+τ∑
n-1

l=0
‖rl‖2+Cτ∑

n

l=0

(‖el‖2+‖el
x‖2+‖el

xx‖2),又

τ∑
n-1

l=0
‖rl‖2 ≤nτ max

0≤l≤n-1
‖rl‖2 ≤T·O(τ2+h2)2,B0=O(τ2+h2)2

类似于(17)、(18)式,有Bn ≥(θ- 1-θ )‖en‖2+‖en
x‖2+‖en

xx‖2。由θ>12
,则θ- 1-θ >0,则

(25)式可整理为‖en‖2+‖en
x‖2+‖en

xx‖2 ≤O(τ2+h2)2+Cτ∑
n

l=0

(‖el‖2+‖el
x‖2+‖el

xx‖2)。

于是由离散的Gronwall不等式[12],有‖en‖≤O(τ2+h2),‖en
x‖≤O(τ2+h2),‖en

xx‖≤O(τ2+h2)。最后

由离散的Sobolev不等式[12]得‖en‖¥≤O(τ2+h2)。 证毕

与定理3类似,可以证明定理4。
定理4 在定理3的条件下,差分格式(8)~(10)的解un 以‖·‖¥ 稳定。

3数值实验

取α=2,此时方程(3)的孤波解[12]为u(x,t)=1538sech
4 13
26 x-169133

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
út ,所以当-xL,xR 充分大的时候,初
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边值问题(3)~(5)与方程(3)的柯西问题是一致的。差分格式(8)~(10)是关于un+1
j 的一个非线性方程组,可以

用Newton迭代法来求解。在数值试验中,固定xL=-20,xR=40,T=10。取u0(x)=1538sech
4 13x
26

,就τ和h

的不同取值时,几个不同时刻的l¥ 误差见下表1~2,格式对守恒量的模拟见表3~4。

表1 τ=h=0.2时,取不同参数θ,在几个不同时刻的l¥ 误差

θ=0.5 θ=0.75 θ=1.0 θ=1.25 θ=1.5

t=2 0.895371e-4 0.197412e-3 0.305192e-3 0.412780e-3 0.520175e-3

t=4 0.180239e-3 0.398109e-3 0.615551e-3 0.832563e-3 0.116537e-2

t=6 0.263584e-3 0.586896e-3 0.909580e-3 0.123163e-2 0.155306e-2

t=8 0.338465e-3 0.759601e-3 0.117977e-2 0.159899e-2 0.201723e-2

t=10 0.406405e-3 0.916785e-3 0.142584e-2 0.193358e-2 0.243999e-2

表2 τ=h=0.1时,取不同参数θ,在几个不同时刻的l¥ 误差

θ=0.5 θ=0.75 θ=1.0 θ=1.25 θ=1.5

t=2 0.280525e-4 0.494725e-4 0.764954e-4 0.103505e-3 0.130503e-3

t=4 0.451237e-4 0.997109e-4 0.154271e-3 0.208804e-3 0.263311e-3

t=6 0.659905e-4 0.147065e-3 0.228096e-3 0.309085e-3 0.390030e-3

t=8 0.847443e-4 0.190290e-3 0.295776e-3 0.401202e-3 0.506569e-3

t=10 0.101760e-3 0.229704e-3 0.357566e-3 0.485346e-3 0.613044e-3

表3 在不同时刻对守恒量(6)和(7)的数值模拟Qn
1 和Qn

2(τ=h=0.2)

Qn En

θ=0.5 θ=0.75 θ=1.0 θ=0.5 θ=0.75 θ=1.0

t=0 3.795135 3.795135 3.795136 1.025825 1.026526 1.027227

t=2 3.795174 3.795174 3.795174 1.025899 1.026602 1.027306

t=4 3.795181 3.795181 3.795181 1.025926 1.026636 1.027345

t=6 3.795161 3.795161 3.795161 1.025932 1.026651 1.027369

t=8 3.795141 3.795141 3.795141 1.025933 1.026663 1.027392

t=10 3.795125 3.795125 3.795125 1.025933 1.026674 1.027414

表4 在不同时刻对守恒量(6)和(7)的数值模拟Qn
1 和Qn

2(τ=h=0.1)

Qn En

θ=0.5 θ=0.75 θ=1.0 θ=0.5 θ=0.75 θ=1.0

t=0 3.795140 3.795140 3.795141 1.026889 1.027064 1.027240

t=2 3.795170 3.795170 3.795170 1.026951 1.027127 1.027303

t=4 3.795176 3.795176 3.795177 1.026974 1.027152 1.027329

t=6 3.795156 3.795156 3.795156 1.026975 1.027155 1.027335

t=8 3.795136 3.795136 3.795136 1.026971 1.027153 1.027336

t=10 3.795120 3.795120 3.795120 1.026966 1.027151 1.027337

  数值结果表明,加权系数θ(θ>1/2)取得越小,计算误差越小,格式对守恒量(6)和(7)也进行了高精度模拟,
故本文的格式是有效的。
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Abstract:NumericalsolutionfortheRosenau-RLWequationisstudiedbyanewnonlinearconservativefinitedifferenceschemewith

parameterθ.Conservationsofdiscretemassanddiscreteenergyarediscussed.Secondorderconvergenceandunconditionalstability
oftheschemearealsoderivedusingpriorestimateandenergymethod.Numericalresultsshowthatitcanachievebetteraccuracy
underadjustingthevalueofparameterθ.
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