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(m,n)-投射模和(m,n)-内射模*
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摘要:设R 是任给的环,m 和n 都是正整数。右 R 模 NR 是(m,n)-内射模,若对 Rm 的任给的n-生成子模 K,则有

Ext1R(Rm/K,N)=0。右R 模MR 是(m,n)-投射模,若对任给的(m,n)-内射模 N,有Ext1R(M,N)=0。当m=1,n是任给

的正整数时,(m,n)-投射模就是f-投射模。任给的(m,n)-表现模都是(m,n)-投射模。设F-(m,n)-proj表示由所有的

(m,n)-投射模所组成的模集,F-(m,n)-inj表示由所有的(m,n)-内射模所组成的模集。本文给出了(m,n)-投射模的刻

画,同时证明了(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是一余挠理论,且每一个R-模都有一个特殊的(m,n)-内射预包络和一个

特殊的(m,n)-投射预覆盖。还给出了(m,n)-投射模和(m,n)-内射模的相关的性质。
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1预备知识

本文中所涉及的环都是带有单位元的结合环,模均指酉模。用 MR 表示右R-模。pd(MR)表示 MR 的投射

维数。对n≥1,Hom(M,N)(Extn(M,N))表示HomR(M,N)(Extn
R(M,N)),f.g表示有限生成模,EI(M)表示

MR 的(m,n)-内射包络。kerφ表示同态φ 的核。Imφ表示同态φ 的同态像。

设R 是环,称NR 是(m,n)-内射模,若对Rm 的任给的n-生成子模K,有Ext1R(Rm/K,N)=0。此内射模已

经得到了某些工作者的研究[1-3]。设Ω 是一模类,用Ω⊥={C:Ext(L,C)=0,对所有L∈Ω}表示Ω 的右正交类。

用⊥Ω={C:Ext(C,L)=0,对所有L∈Ω}表示Ω 的左正交类。称一同态φ:M→C 是一Ω-预包络[4],若C∈Ω,且

Abel群同态 Hom(φ,C′):Hom(M,C′)→Hom(C,C′)是满的,对∀C′∈Ω。单同态φ:M→C 称特殊的Ω-预包

络[7],若Cokerφ⊆⊥Ω。一Ω-预包络φ:M→C称为Ω-包络,若使得gφ=φ的每个自同态g:C→C是同构的。对

偶地有Ω-预覆盖和Ω-覆盖的定义。Ω-包络(Ω-覆盖)一般情况下不必存在,但若存在,在同构意义下是唯一的。

R-模对(F,C)称为余挠对[4,6](又称余挠理论),若F⊥=C 且⊥C=F。显然,(⊥(F⊥),F⊥)是余挠对,被称为

余生成的[8]。(F,C)称为完美的[5],若对任给的R-模有一C-包络和F-覆盖。(F,C)称为完备的,若对任给的R-
模M,有正合列0→M→C′→F′→0,其中C′∈C 且F′∈F,和正合列0→K→G→M→0,其中 K∈C 且G∈F。
(F,C)是遗传的,若对任给的i≥2和任给的C′∈C,F′∈F,有Exti(F′,C′)=0。

本文首先给出了(m,n)-投射模的概念,并给出了当环R 是自(m,n)-内射环时这些模的等价条件。证明了

(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是一余生成的余挠理论。且每一个R-模都有一个特殊的(m,n)-内射预包络和一

个特殊的(m,n)-投射预覆盖。还证明了任给的右R-模是(m,n)-投射模等价于任给的f.g右R-模是(m,n)-投
射模,等价于每个(m,n)-内射模是内射模,等价于(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是遗传的,且任给的(m,n)-内射

模是(m,n)-投射模。最后证明了Rm 的任给的n 生成右R-子模都是投射模,等价于任给的(m,n)-内射右R-模的

因子模都是(m,n)-内射模,等价于任给的内射右R-模的因子模都是(m,n)-内射模,等价于任给的右R-模 M 都

有一单F-(m,n)-inj覆盖φ:F→M,等价于对任给的(m,n)-投射右R-模 M,pd(M)≤1,等价于对Rm 的任给的
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n-生成右R-子模K,pd(Rm/K)≤1,等价于(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是遗传的,且每个右R-模有一单F-
(m,n)-inj覆盖。

2主要内容

定义 称MR 是(m,n)-投射模,若对任给的(m,n)-内射模右R-模N,有Ext1R(M,N)=0。

注 1)当m=1,n是任给的正整数时,(m,n)-投射模就是f-投射模[7];2)任给的(m,n)-表现模都是(m,n)-
投射模。

性质1 设环R 是右自(m,n)-内射环,且M 是右R-模,则下列条件是等价的:1)M 是(m,n)-投射模;2)M
对下列正合序列0→A→B→C→0是投射的,其中A 是(m,n)-内射模;3)对任给的正合序列0→K→F→M→0,
其中F 是(m,n)-内射模,则K→F 是K 的一个(m,n)-内射预包络;4)M 是一个(m,n)-内射预包络0→K→F 的

余核,其中F 是投射模。

证明 1)⇒2),显然成立。

2)⇒1),对任给的(m,n)-内射模N,有正合列0→N→E→L→0,其中E 是内射模。其导出正合列

Hom(M,E)→Hom(M,L)→Hom(M,L)→Ext1(M,N)→0
由性质1的条件2)知,Hom(M,E)→Hom(M,L)→0,故Ext1(M,N)=0。

1)⇒3),对任给的正合列0→K →
φ F→M→0,其中F 是(m,n)-内射模。设F′是任给的(m,n)-内射模,则导

出正合列

0→Hom(M,F′)→Hom(F,F′)→Hom(K,F′)→Ext1(M,F′)
因M 是(m,n)-投射模,则有Ext1(M,F′)=0。故Abel群同态Hom(φ,F′):Hom(F,F′)→Hom(K,F′)是满的,

即K→F 是K 的一个(m,n)-内射预包络。

3)⇒4),模M 有正合列0→K→P→M→0,其中P 是投射模。由已知P 是(m,n)-内射模,因此0→K→P 是

K 的一个(m,n)-内射预包络。

4)⇒1),由条件4)模M 有正合列0→K→P→M→0,其中P 是投射模,K→P 是K 的一个(m,n)-内射预包

络。对任给的(m,n)-内射模N,有导出正合列 Hom(P,N)→Hom(K,N)→Ext1(M,N)→0,又由性质1的条件

4)知,Hom(P,N)→Hom(K,N)是满的,故Ext1(M,N)=0。 证毕

用记号F-(m,n)-proj表示由所有的(m,n)-投射模所组成的模集,F-(m,n)-inj表示由所有的(m,n)-内射

模所组成的模集。

定理 设R 是环,则(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是一余生成的余挠理论。且每一个R-模都有一个特殊的

(m,n)-内射预包络和一个特殊的(m,n)-投射预覆盖。

证明 设X 是(m,n)-表现模组成的模类,则F-(m,n)-inj=X⊥,F-(m,n)-proj=⊥(X⊥),显然(⊥(X⊥),

X⊥)是一余生成的余挠理论。由文献[8]中的定理10可知结论成立。 证毕

推论 设R 是环,则下列条件等价:1)任给的右R-模是(m,n)-投射模;2)任给的f.g右R-模是(m,n)-投
射模;3)每个(m,n)-内射模是内射模;4)(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是遗传的,且任给的(m,n)-内射模是

(m,n)-投射模。

证明 1)⇒2)显然成立。

2)⇒3),设N 是任给的(m,n)-内射模,M 是f.g 右R-模,由推论的条件2)有,M 是(m,n)-投射模,则有

Ext1(M,N)=0,故N 是内射模。

3)⇒1),设 M 是任给的右R-模,N 是任给的(m,n)-内射模,由推论的条件3)知,N 是内射模,则有

Ext1(M,N)=0,故M 是(m,n)-投射模。

1)⇒4),设M 是任给的右R-模,有正合列0→K→P→M→0,其中P 是投射模。设N 是任给的(m,n)-内射

模,则有导出正合列Ext1(K,N)→Ext2(M,N)→Ext2(P,N)=0。由推论的条件1)知,K 是(m,n)-内射模,即

Ext1(K,N)=0,故Ext2(M,N)=0。以此类推,任给的i≥2,有Exti(M,N)=0。显然,任给的(m,n)-内射模是
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(m,n)-投射模。

4)⇒1),由定理知,设 M 是任给的右R-模,有正合列0→M→A→F→0,其中 A 是(m,n)-内射模,F 是

(m,n)-投射模。由推论的条件4)知,A 是(m,n)-投射模。设 N 是任给的(m,n)-内射模,有导出正合列

Ext1(A,N)→Ext1(M,N)→Ext2(F,N),由已知,Ext1(A,N)=Ext2(F,N)=0,故Ext1(M,N)=0,即 M 是

(m,n)-投射模。 证毕

性质2 设R 是环,则下列条件等价:1)Rm 的任给的n-生成右R-子模都是投射模;2)任给的(m,n)-内射右

R-模的因子模都是(m,n)-内射模;3)任给的内射右R-模的因子模都是(m,n)-内射模;4)任给的右R-模M 都有

一单F-(m,n)-inj覆盖φ:F→M;5)对任给的(m,n)-投射右R-模M,pd(M)≤1;6)对Rm 的任给的n-生成右R-
子模K,pd(Rm/K)≤1;7)(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)是遗传的,且每个右R-模有一单F-(m,n)-inj覆盖。

证明 1)⇒2),设A 是任给的(m,n)-内射模,同态π:A→B 是满同态。设同态g:K→B,其中K 是Rm 的任

给的n-生成右R-子模。因此有图1,其中i是包含映射,由性质2的条件1)知K 是投射模,则存在同态h:K→
A,使g=πh。又因A 是(m,n)-内射模,则存在同态h′:Rm→A,使h=h′i,设h″=πh′,则有h″i=(πh′)i=πh=g,
故B 是(m,n)-内射模。

2)⇒3),显然成立。

3)⇒1),设K 是Rm 的任给的n-生成右R-子模,应用文献[9]中的性质5.1,只需考虑图2,其中A 是内射

模,且行正合,i是包含映射。需证明存在同态h:K→A 使g=πh。因B 是(m,n)-内射模,则存在h′:Rm→B 使

g=h′i。又因Rm 是投射模,则存在同态h″:Rm→A 使h′=πh″,设h=h″i,则有πh=π(h″i)=(πh″)i=h′i=g,得
证。

A →
π

→B 0    A →
π

→B 0 
↑g        ↑g

               →0 K →
i

Rm   →0 K →
i

Rm 
                    图1           图2

3)⇒4),设M是任给的右R-模,记F=∑{N≤M:N∈F-(m,n)-inj},G=췍{N≤M:N∈F-(m,n)-inj}。

则有下列正合列0→K→G→F→0,因G∈F-(m,n)-inj,由性质2的条件2)知F∈F-(m,n)-inj。
紧接着证明包含映射i:F→M 是 M 的一个F-(m,n)-inj 覆盖。设任给的同态φ:F′→M,其中 F′∈

F-(m,n)-inj,由性质2的条件2)知,φ(F′)≤F 且φ(F′)∈F-(m,n)-inj。定义同态ζ:F′→F,对∀x∈F′,有

ζ(x)=φ(x),则有iζ=g。因此i:F→M 是M 的一个F-(m,n)-inj覆盖。显然F 的恒等映射IF 是使得ig=g的

仅有的同态g:F→F。

4)⇒3),设E 是任给的内射右R-模,对任给的满同态π:E→L,有正合列0→N→E→L→0。由性质2的条件

4)知L有一单F-(m,n)-inj覆盖φ:F→L,则存在同态α:E→F 使π=φα,因此φ是满同态,故φ是同构的。因此

L是(m,n)-内射模。

3)⇒5),设M 是任给的(m,n)-投射模,N 是任给的右R-模,有正合列0→N→E→L→0,其中E 内射。由性

质2的条件3)知,L 是(m,n)-内射模,则有导出正合列0=Ext1(M,L)→Ext2(M,N)→Ext2(M,E)=0,故

Ext2(M,N)=0,即pd(M)≤1。

5)⇒6),显然成立。

6)⇒1),设K 是Rm 的任给的n-生成右R-子模,有正合列0→K→Rm→Rm/K→0。
设N 是任给的右R-模,有导出正合列0=Ext1(Rm,N)→Ext1(K,N)→Ext2(Rm/K,N)=0,故Ext1(K,N)=0,

即K 是投射模。

3)⇒7),由性质2的条件3)和4)可推出条件7)。

7)⇒3),类似4)⇒3)的证明过程可得。 证毕
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(m,n)-projectiveModulesand(m,n)-injectiveModules

JIANHong,SUNChuntao
(InstituteofAppliedMathematics,ChongqingUniversityofPostandTelecommunications,Chongqing400065,China)

Abstract:LetR bearing.Fortwofixedpositiveintegersmandn,arightR-moduleNiscalled (m,n)-injectivemoduleif

Ext1R(Rm/K,N)=0foranyn-generatedsubmoduleK oftheRm.ArightR-moduleMiscalled(m,n)-projectivemodulesif

Ext1R(M,N)=0forany(m,n)-injectiverightR-moduleN.Incasem=1,nanypositiveinteger.(m,n)-projectivemoduleisf-pro-

jectivemodule.Any(m,n)-finitelypresintedmoduleis(m,n)-projectivemodule.F-(m,n)-projistheclassofallthe(m,n)-projec-
tivemodulesandF-(m,n)-injstandsfortheclassofall(m,n)-injectivemodules.Inthispaper,WegettheCharacterizationsof
(m,n)-projectivemodules.Weprove(F-(m,n)-proj,F-(m,n)-inj)isacotorsionpair.Anymodulehasanspecial(m,n)-injective

preenvelopeandspecial(m,n)-projectiveprecover.providetherelationalcharacterizationsabout(m,n)-projectivemodulesand(m,

n)-injectivemodules.

Keywords:(m,n)-injectivemodules;(m,n)-projectivemodules;envelope;cover;cotorsionoftheory
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