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左截断右删失数据下几何分布参数多变点的贝叶斯估计*
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摘要:首先通过添加数据得到了左截断右删失数据下几何分布的完全数据似然函数,然后研究了变点位置和其它参数的

满条件分布,接着利用Gibbs抽样与 Metropolis-Hastings算法相结合的 MCMC方法得到了参数的Gibbs样本,把Gibbs
样本的均值作为各参数的贝叶斯估计,最后进行了随机模拟,试验结果表明各参数贝叶斯估计的精度都较高。
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变点分析研究始于20世纪50年代,自20世纪70年代初,这一问题引起了一些统计学家的重视,发展了一

些变点分析方法[1-3],如最小二乘法、极大似然法、贝叶斯法和非参数方法等。随着计算机技术的发展、贝叶斯方

法的应用越来越广泛,特别是在水文统计[4-5]和计量经济[6]等领域。而贝叶斯计算方法中的 MCMC方法,使变

点分析的贝叶斯方法的实际操作变得非常方便。当进行可靠性寿命试验时,经常会出现左截断右删失数据,对

左截断右删失模型的研究可参看文献[7-14]。几何分布是一种很重要的离散型寿命分布,它是指数分布的离散

化,是特殊的离散型威布尔分布,它在可靠性理论和应用概率模型中有着很广泛的应用,例如,在排队论、植物种

群物种的调查和库存需求分布等方面,文献[15-18]对几何分布的特征和参数估计进行了研究。而关于左截断右

删失模型中几何分布的参数变点问题却很少有文献研究。下文首先通过添加数据得到了左截断右删失数据下

几何分布的完全数据似然函数,然后研究了变点位置和其它参数的满条件分布,接着利用Gibbs抽样与 Metrop-
olis-Hastings算法相结合的 MCMC方法得到了参数的Gibbs样本,把Gibbs样本的均值作为各参数的贝叶斯

估计,最后进行了随机模拟,试验结果表明各参数贝叶斯估计的精度都较高。

1离散型分布左截断右删失数据试验模型

设(X,Y,T)是一离散型随机变量,寿命变量X 的分布函数为F(x,p)=P(X≤x),分布律为f(x,p),这里

p是未知参数;Y 是一右删失随机变量,分布函数为G(y),分布律为g(y);T 是一左截断随机变量,分布函数为

H(t),分布律为h(t),且Y,T 的分布与参数p 无关。假定X,Y,T 是相互独立取正整数的随机变量。对于n个

受试样品(产品寿命),左截断右删失数据的试验模型是,仅在Zi≥Ti 时得到观察数据(Zi,Ti,δi),而在Zi<Ti

下无法得到任何观察值,其中

Zi=Xi∧Yi=min(Xi,Yi),δi=I(Xi≤Yi),i=1,2,…,n
下面求样本的似然函数。

P(Zi=zi,Ti=ti,δi=1)=f(zi,p)G(zi-1)h(ti),zi≥ti

P(Zi=zi,Ti=ti,δi=0)=g(zi)F(zi,p)h(ti),zi≥ti

P(无样本观察值)=P(Zi<Ti)=1-P(Xi≥Ti,Yi≥Ti)=1-∑
¥

k=1
h(k)G(k-1)F(k-1,p)췍u(p)
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其中G=1-G,F=1-F。为了研究方便,引入示性变量νi=I(min(Xi,Yi)≥Ti),i=1,2,…,n。

则基于数据{(zi,ti,δi):νi=1,1≤i≤n}的似然函数为

L(p)=∏
n

i=1

{[f(zi,p)G(zi-1)h(ti)]νiδi [g(zi)F(zi,p)h(ti)]νi(1-δi)[u(p)]1-νi}=

A∏
n

i=1

{[f(zi,p)]νiδi [F(zi,p)]νi(1-δi)}[u(p)]n-∑
n

i=1
νi

其中A=[h(ti)]∑
n

i=1
νi∏

n

i=1

{[G(zi-1)]νiδi [g(zi)]νi(1-δi)},且A 与参数p 无关。

2左截断右删失数据下几何分布参数的完全数据似然函数

若X 的分布律为P(X=k)=pqk-1,k=1,2,…。0<p<1,q=1-p,则称X 服从参数为p 的几何分布,记为

X~Geo(p)。左截断右删失数据的试验模型中,假设产品寿命X~Geo(p)。令δ表示δi 组成的向量,z表示zi

组成的向量,ν表示νi 组成的向量。几何分布Geo(p)基于数据{(zi,ti,δi):vi=1,1≤i≤n}的似然函数为

L(z,δ,νp)∝∏
n

i=1

{(pqzi-1)νiδi (qzi)νi(1-δi)[u(p)]1-νi}=p∑
n

i=1
νiδiq∑

n

i=1
νiδi(zi-1)+∑

n

i=1
νi(1-δi)zi [u(p)]n-∑

n

i=1
νi

设p的先验分布为π(p),则

L(pz,δ,ν)∝π(p)p∑
n

i=1
νiδiq∑

n

i=1
νiδi(zi-1)+∑

n

i=1
νi(1-δi)zi [u(p)]n-∑

n

i=1
νi (1)

从(1)式可以看出,一般来说,p的后验分布是比较复杂的。

下面添加缺损的Xi 的值,使(1)式转化为完全数据的似然函数。具体如下:当νi=1,δi=0时,添加数据Z1i=

Xi=z1i。在Xi>zi 的条件下,Z1i的条件分布律为

P(Xi=x Xi>zi)=pqx-1-zi,x=zi+1,zi+2,…

Z1i的条件分布是截断几何分布,可以通过逆变换法随机产生Z1i的值z1i。当νi=0时,添加数据Z2i=Xi=

z2i。在νi=0,即min(Xi,Yi)<Ti 的条件下,Z2i的条件分布律为

P(Xi=x min(Xi,Yi)<Ti)=[u(p)]-1pqx-1[G(x)H(x)+∑
x

k=1
g(k)H(k)]췍ψ(x,p)

则可由上面的分布随机抽取1个随机数作为Z2i的值z2i。

令u1 表示z1i组成的向量,u2 表示z2i组成的向量,则完全数据似然函数为

L(z,u1,u2,ν,δp)∝∏
n

i=1

{(pqzi-1)νiδi (pqz1i-1)νi(1-δi)(pqz2i-1)1-νi}=(pq-1)nq∑
n

i=1
νiδizi+∑

n

i=1
νi(1-δi)z1i+∑

n

i=1
(1-νi)z2i

注 如果Y 服从Geo(py),T 服从Geo(pt),令qy=1-py,qt=1-pt,则

u(p)=1-∑
¥

k=1

(ptqk-1
t )qk-1

y qk-1=qt(1-qqy)
1-qqyqt

ψ(x,p)=[u(p)]-1pqx-1[G(x)H(x)+∑
x

k=1
g(k)H(k)]= qt(1-qqy)

1-qqyq
é

ë
êê

ù

û
úú

t

-1

pqx-1[qx
yqx

t +∑
x

k=1
pyqk-1

y qk
t]=

1-qqyqt

(1-qyqt)(1-qqy)pq
x-1[py+ptqy (qyqt)x-1]=αpqx-1+β(1-qqyqt)(qqyqt)x-1

其中α= py(1-qqyqt)
(1-qyqt)(1-qqy)

,β=
pptqy

(1-qyqt)(1-qqy)
,且α+β=1。

显然pqx-1与(1-qqyqt)(qqyqt)x-1都是几何分布的分布律,所以可以利用合成法来产生Z2i的值。

3左截断右删失数据下几何分布参数多变点的贝叶斯估计

几何分布参数多变点模型如下
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Xi~

Geo(p1),i=1,…,k1
Geo(p2),i=k1+1,…,k2
Geo(p3),i=k2+1,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï n

其中p1,p2,p3 两两不相等,1≤k1<k2≤n-1。
下面对左截断右删失数据下几何分布的变点位置k1,k2 及参数p1,p2,p3 进行估计。

令D1={1,2,…,k1},D2={k1+1,…,k2},D3={k2+1,…,n}。
记θ=(k1,k2,p1,p2,p3),则此变点问题的似然函数为

L(z,u1,u2,ν,δθ)∝[(p1q-1
1 )k1qs1

1][(p2q-1
2 )k2-k1qs2

2][(p3q-1
3 )n-k2qs3

3]

其中sm =∑
i∈Dm

[νiδizi+νi(1-δi)z1i+(1-νi)z2i],m=1,2,3

下面确定各参数的先验分布。

1)对于(k1,k2)取无信息先验分布:π(k1,k2)= 1
C2n-1=

2
(n-1)(n-2)

,1≤k1<k2≤n-1

2)对于(p1,p2,p3)也取无信息先验分布:π(p1,p2,p3)=1,0<p1,p2,p3<1
假设(k1,k2)与(p1,p2,p3)独立,则

L(θz,u1,u2,ν,δ)∝π(k1,k2)π(p1,p2,p3)L(z,u1,u2,ν,δθ)∝L(z,u1,u2,ν,δθ)

当νi=1,δi=0时,π(z1i θ,z,z-1i,u2,ν,δ)∝φ1(z1i;θ,zi)=
p1qz1i-1-zi1 ,i=1,2,…,k1

p2qz1i-1-zi2 ,i=k1+1,…,k2

p3qz1i-1-zi3 ,i=k2+1,…,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï n

当νi=0时,π(z2i θ,z,u1,z-2i,ν,δ)∝φ2(z2i;θ)=
ψ(z2i,p1),i=1,2,…,k1

ψ(z2i,p2),i=k1+1,…,k2

ψ(z2i,p3),i=k2+1,…,

ì

î

í

ï
ï

ïï n
其中z-1i={z1j:j≠i},z-2i={z2j:j≠i}。

为了书写方便,把满条件分布中的“条件”用“·”代替,例如π(p1 k1,k2,p2,p3,z,u1,u2,ν,δ)简记为

π(p1 ·)。各参数的满条件分布为π(p1 ·)∝pk11qs1-k11 ∝Be(k1+1,s1-k1+1),

π(p2 ·)∝Be(k2-k1+1,s2-(k2-k1)+1),π(p3 ·)∝Be(n-k2+1,s3-(n-k2)+1)

π(k1 ·)∝[p1q2(p2q1)-1]k1qs1
1q

s2
2,1≤k1<k2,π(k2 ·)∝[p2q3(p3q2)-1]k2q

s2
2q

s3
3,k1<k2≤n-1

由于得到了各参数的满条件分布,下面利用 MCMC方法获得各参数后验分布的平稳分布。参数z1i的满条

件分布是截断几何分布,p1,p2,p3 的满条件分布是贝塔分布,z2i的满条件分布与截断删失变量的分布有关,但一

般不会太复杂,所以这5个分布都可以采用Gibbs抽样;但是k1,k2 的满条件分布带有参数约束条件,并且分布

比较复杂,进行Gibbs抽样比较困难,可以利用 Metropolis-Hastings算法进行抽样,此时建议选取的分布为离散

型均匀分布。

下面写出 MCMC方法的具体步骤。

在给出起始点θ(0)=(k(0)
1 ,k(0)

2 ,p(0)
1 ,p(0)

2 ,p(0)
3 )后,假定第t次迭代开始时的估计值为θ(t-1),则第t次迭代分

为如下几步:

1)当νi=1,δi=0时,由分布φ1(z1i;θ
(t-1),zi)抽取z(t)

1i,令u(t)
1 表示z(t)

1i 组成的向量;

2)当νi=0时,由分布φ2(z2i;θ
(t-1))抽取z(t)

2i,令u(t)
2 表示z(t)

2i 组成的向量;

3)由π(p1 k(t-1)
1 ,k(t-1)

2 ,p(t-1)
2 ,p(t-1)

3 ,z,u(t)
1 ,u(t)

2 ,ν,δ )抽取p(t)
1 ;

4)由π(p2 k(t-1)
1 ,k(t-1)

2 ,p(t)
1 ,p(t-1)

3 ,z,u(t)
1 ,u(t)

2 ,ν,δ )抽取p(t)
2 ;

5)由π(p3 k(t-1)
1 ,k(t-1)

2 ,p(t)
1 ,p(t)

2 ,z,u(t)
1 ,u(t)

2 ,ν,δ )抽取p(t)
3 ;

6)k(t)
1 ~π(k1 k(t-1)

2 ,p(t)
1 ,p(t)

2 ,p(t)
3 ,z,u(t)

1 ,u(t)
2 ,ν,δ )췍π(k1 ·),建议选择分布q(k(t-1)

1 ,k′
1)为取值1,2,…,

k(t-1)
2 -1的离散型均匀分布,即q(k(t-1)

1 ,k′
1)=1/(k(t-1)

2 -1),令
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α(k(t-1)
1 ,k′

1)=min{π(k′
1 ·)/π(k(t-1)

1 ·),1}

从1,2,…,k(t-1)
2 -1中任意抽取一个k′

1,然后产生一个随机数u,若u≤α(k(t-1)
1 ,k′

1),则k(t)
1 =k′

1,否则k(t)
1 =

k(t-1)
1 。

7)k(t)
2 ~π(k2 k(t)

1 ,p(t)
1 ,p(t)

2 ,p(t)
3 ,z,u(t)

1 ,u(t)
2 ,ν,δ)췍π(k2 ·),建议选择分布q(k(t-1)

2 ,k′
2)为取值k(t)

1 +1,

k(t)
1 +2,…,n的离散型均匀分布,即q(k(t-1)

2 ,k′
2)=1/(n-k(t)

1 ),令

α(k(t-1)
2 ,k′

2)=min{π(k′
2 ·)/π(k(t-1)

2 ·),1}

从k(t)
1 +1,k(t)

1 +2,…,n中任意抽取一个k′
2,然后产生一个随机数u,若u≤α(k(t-1)

2 ,k′
2),则k(t)

2 =k′
2,否则

k(t)
2 =k(t-1)

2 。这样就得到了k1,k2,p1,p2,p3 的一个联合样本(k(t)
1 ,k(t)

2 ,p(t)
1 ,p(t)

2 ,p(t)
3 ),称之为Gibbs样本。重复

这样的t步迭代M 次,便可得到M 个独立同分布的5维随机样本。
设(k(j)

1 ,k(j)
2 ,p(j)

1 ,p(j)
2 ,p(j)

3 ),j=1,2,…,M0,…,M 为参数k1,k2,p1,p2,p3 的一个容量为 M 的Gibbs样本,
其中M0 为由于不稳定而舍弃的样本容量,然后利用达到平稳状态的 M-M0 个独立样本的均值作为各参数的

贝叶斯估计,即

k
∧
m = 1

M-M0 ∑
M

j=M0+1
k(j)

m ,m=1,2;p
∧
i= 1

M-M0 ∑
M

j=M0+1
p(j)

i ,i=1,2,3

4随机模拟

基于上面的讨论,下面进行随机模拟试验。取受试样品的个数n=500,Xi~Geo(0.2),i=1,…,100;Xi~
Geo(0.4),i=101,…,350;Xi~Geo(0.7),i=351,…,500。右删失变量Yi~Geo(0.6),左截断变量 Ti~
Geo(0.9)。则参数(k1,k2,p1,p2,p3)的真实值为(100,350,0.2,0.4,0.7)。

表1 参数k1,k2,p1,p2,p3 的贝叶斯估计

参数 真值 均值 相对误差 MC误差 2.5%分位数 中位数97.5%分位数Gibbs样本

k1 100 90.8549 0.0915 0.0772 79 94 103 10000

k2 350 342.2205 0.0222 0.1554 332 339 363 10000

p1 0.2 0.1747 0.1265 0.0002 0.1285 0.1742 0.2241 10000

p2 0.4 0.4464 0.1160 0.0003 0.3989 0.4459 0.4976 10000

p3 0.7 0.6702 0.0426 0.0003 0.6037 0.6697 0.7379 10000

利用前面推导出的各个

参数的满条件分布使用 R软

件进行 MCMC模拟,重点估

计分析位置参数k1,k2。在模

拟运行过程中,先进行20000
次Gibbs预迭代,以确保参数

的收敛性,然后丢弃最初的预

迭代,再进行10000次Gibbs
迭代。迭代从第20001次开始至第30000次的R程序的运行结果见表1。

位置参数的Gibbs抽样迭代过程见图1和图2。

       图1 参数k1 的Gibbs抽样迭代过程           图2 参数k2 的Gibbs抽样迭代过程
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在模型的分析过程中,MCMC收敛性诊断很重要,模拟时不能简单地通过大量迭代作为预迭代,而可以对参

数进行多层链式迭代分析,即输入多组初始值,形成多层迭代链,当参数收敛时,迭代图形重合。在模拟过程中,

输入两组初始值分别进行20000次迭代,位置参数的多层迭代链轨迹见图3和图4。

        图3 k1 的多层迭代链轨迹               图4 k2 的多层迭代链轨迹

  最后,进行模拟结果分析。首先,由表1可以看出位置参数的估计值与真值的相对误差不超过10%,其它参

数的估计值与真值的相对误差不超过13%。整体上估计的精度较高,效果较好。其次,要判断所产生的马尔科

夫链是否收敛,由图3和图4可以发现,位置参数的两条迭代链都趋于重合,收敛性较好。综上分析,可以看出

通过 MCMC模拟所产生的效果较好。

注 编写R程序时用到的函数主要有rgeom(),rbeta(),min(),runif(),apply(),sum(),mean(),

sd(),quantile(),plot(),lines(),legend()等。
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BayesEstimationofParameterofGeometricDistributionwithMultiple
ChangePointsforTruncatedandCensoredData

HEChaobing1,LIUHuawen2

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,AnyangNormalUniversity,AnyangHenan455000;

2.SchoolofMathematics,ShandongUniversity,Jinan250100,China)

Abstract:Thispaperfirstlyobtainsthecomplete-datalikelihoodfunctionofgeometricdistributionfortruncatedandcensoreddata,

byaddingdata,thenstudiesthefullconditionaldistributionsofchange-pointpositionsandotherparameters,andgetsGibbssam-

plesoftheparametersbyMCMCmethodofGibbssamplingtogetherwithMetropolis-Hastingsalgorithm,andtakesthemeansof

GibbssamplesasBayesestimationsoftheparameters.Finallyrandomsimulationtestsareconducted,andtheresultsshowthat

Bayesestimationsoftheparametersareallfairlyaccurate.

Keywords:complete-datalikelihoodfunction;fullconditionaldistribution;MCMCmethod;Gibbssampling;Metropolis-Hastings

algorithm
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