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约束阻尼板的解析法和改进传递矩阵法*
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摘要:基于Kirchhoff假设和Kerwin假设,建立了三层约束阻尼板的振动方程。分别采用解析法和改进的传递矩阵法求

解了方程,算例表明本文方法求解精度可靠。传递矩阵法边界条件适应性更强,改进的传递矩阵法通过引入一个关联矩

阵,状态向量一阶导数的求解更加简单,这也简化了传递矩阵的求解,且振动方程自由度越多其优势越明显。本文计算方

法可用于多夹层阻尼结构的求解及振动分析。
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约束阻尼层是一种夹层型结构,又称为夹层阻尼结构或剪切阻尼结构,广泛应用于航空发动机、风机叶片等

薄壁结构的振动抑制中[1]。它是在需要减振的基体结构(基层)表面粘贴一层粘弹性阻尼材料(粘弹性阻尼层),
然后粘贴弹性金属层(约束层),阻尼层和约束层交替布置,就形成了多夹层阻尼结构。当阻尼层随基层一起产

生弯曲振动而使阻尼层产生拉压变形时,外层的约束层将会抑制阻尼层的拉压变形。由于阻尼层和基层接触表

面所产生的拉压变形不同于和约束层接触表面所产生的拉压变形,因而阻尼材料内部产生剪切变形,又由于粘

弹性阻尼材料具有很好的阻尼特性,能大量地耗散振动能量,起到很好的减振效果。
约束阻尼层结构可有三层、五层或更多层,三层约束阻尼结构的分析和计算是多夹层结构分析计算的基础。目

前关于约束阻尼结构的研究多集中于三层结构,He[2]分析了附加阻尼材料的板的弯曲振动;Cupia[3]和 Wang[4]分别

分析了约束阻尼矩形板和圆板的振动模态。钱振东[5]考虑了附加部分对原结构运动的相对性和阻尼层的横向剪切

效应,据此推导了约束阻尼层板的运动方程和边界条件;最后分析了简支矩形板的固有振动。李恩奇等人[6-7]采用

传递矩阵的方法分析了其它边界条件矩形板的固有振动,分别采用复常量和复变量模型求出了固有频率和结构的

损耗因子。本文选用改进传递矩阵法[8],在边界条件向量和状态向量之间引入一个关联矩阵,大大简化了传递矩阵

的求解。采用解析和改进的传递矩阵法两种方法对约束阻尼板进行了求解,并对比了两种方法的优缺点。

   图1 约束阻尼板示意图         图2 约束阻尼板变形图

1约束阻尼板振动方程

典型的约束阻尼板如图1所

示,由基层(1)、粘弹性阻尼层(2)
和约束层(3)组成。图2为几何变

形关系图,设基层和约束层厚度分

别为h1、h3,弹性模量分别为E1、
E3,泊松比分别为μ1、μ3;阻尼层厚

度为h2,复剪切模量为G*
2 ,板长为

a,宽为b。
对约束阻尼板做以下基本假设:1)三层纵向位移(挠度)相同;2)各层之间没有滑移,层间位移连续;3)基层

和约束层采用克希霍夫(Kerchhoff)假设;4)只考虑粘弹层的剪切效应,忽略其纵向刚度(Kerwin假设);5)忽略

转动惯量的影响。
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  设基板位移向量x1={u1v1w}T,其中u1v1w 分别为中性面在x、y、z三方向上的位移。基层内力为:
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  图2是粘弹性层几何变形关系图,粘弹性层应变

列 向 量 γ2 = {γxzγyz}T 可 表 示 为:γxz =
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本构关系采用复常量模型,则应力向量τ2={τxzτyz}T,

有τ2=G2*γ2。
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在x、y、z建立动-静力平衡方程,得式(3):

在x、y轴方向建立力矩平衡方程,得式(4):
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  由方程(4)求得Qx1、Qy1 并代入(3)式,可得(5):
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综合三层平衡方程(5)、(6)、(7),可得约束阻尼板

平衡方程(8):对于粘弹性层,平衡方程为:
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对于约束层,受力情况和基层相同,只是τxz、τyz

方向和基层相反,将方程(3)中的下标由“1”改为“3”,
即可得约束层平衡方程(7):
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  将内力表达式(1)、(2)代入方程(8),并整理可得约束阻尼板平衡方程:
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式中:

m1=ρ1h1,m2=ρ2h2,m3=ρ3h3,m=m1+m2+m3,K1=
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2解析法求解

对于四边简支板,有边界条件:x=0,a:v1=v3=w=0,y=0,b:u1=u3=w=0,则方程(9)的解可写成式

(10)。式中m、n分别为x、y方向的半波数。ω*是复频率,ω*=ω2(1+ηi)。ω为固有振动圆频率,η为结构损

耗因子。
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    (10)   将式(10)代入方程(9)可得:
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要使方程组(11)有解需系数行列式为零,解方程可得ω*,可求得约束阻尼板的固有频率和结构损耗因子。

3传递矩阵法求解

两对边为简支时,可采用传递矩阵法求解,假设为y 方向,则方程(11)的解可写成式(12),其中U1(x),

V1(x),U3(x),V3(x),W(x)分别为x的函数,与边界条件有关。

u1(x,y,t)=U1(x)sinnπybeiω*t

v1(x,y,t)=V1(x)cosnπybeiω*t

u3(x,y,t)=U3(x)sinnπybeiω*t

v3(x,y,t)=V3(x)cosnπybeiω*t

w(x,y,t)=W(x)sinnπybeiω*
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 (12)    将式(12)代入方程(9)并推导可得:
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边界条件为:x=0,a时,
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传统传递矩阵法选择边界条件向量ξ(x)= U1,Nx1,V1,Nxy1,U3,Nx3,V3,Nxy3,W,Qx,∂W∂x
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ë
êê

ù

û
úúx

T
为状态

向量,直接求解状态向量的一阶倒数∂ξ(x)
∂x

将非常困难,且向量个数越多时求解越难。本文对传递矩阵法进行改

进,分别定义状态向量选择状态向量ξ(x)和边界条件向量ζ(x)如下:

ξ(x)= U1,
∂U1

∂x
,V1,
∂V1

∂x
,U3,
∂U3

∂x
,V3,
∂V3

∂x
,W,∂W∂x

,∂
2W
∂x2
,∂
3W
∂x

é

ë
êê

ù

û
úú3

T

 ζ(x)= U1Nx1V1Nxy1U3Nx3V3Nxy3WQx
∂W
∂xMé

ë
êê

ù

û
úúx
T

则有:∂ξ(x)
∂x =Fξ(x),ξ(x)=eFxξ(0)。F为一个12阶方阵,可由方程(13)得到。ζ(x)=Aξ(x),A为12阶方阵,

可由式(14)得到

ζ(a)=Aξ(a)=AeFaξ(0)=AeFaA-1Aξ(0)=TAξ(0)=Tζ(0)
式中T 即为传递矩阵。通过在边界条件向量和状态向量之间引入一个关联矩阵A,使得状态向量的一阶导

数求解非常方便,而A 也可根据边界条件直接得到,这就大大简化了传递矩阵T 的求解,尤其是在多夹层结构

中,向量元素个数更多时,更加明显。
两端简支边界条件下,有:

Aζ(a)= U10U30∂W∂x00Nxy10Nxy30Qé

ë
êê

ù

û
úúx
T

Aζ(0)= U10U30∂W∂x00Nxy10Nxy30Qé

ë
êê

ù

û
úúx
T

即有:

é
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ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

0
0
0
0
0
0

=

T2,1 T2,3 T2,5 T2,8 T2,10 T2,12

T4,1 T4,3 T4,5 T4,8 T4,10 T4,12

T6,1 T6,3 T6,5 T6,8 T6,10 T6,12

T7,1 T7,3 T7,5 T7,8 T7,10 T7,12

T9,1 T9,3 T9,5 T9,8 T9,10 T9,11

T11,1 T11,3 T11,5 T11,8 T11,10 T11,

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

11

U1
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∂W
∂x
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Nxy3

Q

é
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ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

x

=T′

U1
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∂x
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Q

é
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ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

x

(15)

要使式(15)有非零解,则有T′行列式为零,即可解得频率和结构损耗因子。不同的边界条件T′不同。

4算例

为了验证计算方法和程序的正确性,选CDJohnson给出的一个实例。一对称的各向同性板,采用约束阻尼

结构,其几何参数和物理参数为:a=0.3048m,b=0.3480m,h1=h3=0.762mm,h2=0.254mm,E1=E3=
6.89×1010pa,μ1=μ3=0.3,G2=0.896×(1+0.5)×106pa,ρ1=ρ3=2740kg/m3,ρ2=999kg/m3。

表1列出原文中理论解、有限元解、本文解析解、传递矩阵法解。
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5 结论

表1 约束阻尼板动力学特性不同解法计算结果

模态

M,n

原文理论解 原文有限元解 本文解析解 传递矩阵解

f/Hz η f/Hz η f/Hz η f/Hz η
1,1 60.3 0.190 57.4 0.176 60.2 0.190 60.2 0.190
1,2 115.4 0.203 113.2 0.188 115.2 0.203 115.2 0.204
2,1 130.6 0.199 129.3 0.188 130.4 0.199 130.4 0.199
2,2 178.7 0.181 179.3 0.153 178.5 0.181 178.5 0.181
1,3 195.7 0.174 196.0 0.153 195.4 0.174 195.4 0.174

  1)从表1中,可看出,传递矩阵法计算精度

很高。

2)传递矩阵法对边界条件的适应性较好,而
解析法只能计算四边简支板。

3)改进后的传递矩阵法通过引入一个关联

矩阵,使状态向量一阶倒数的求解大大简化,也
进一步简化了传递矩阵的求解。

4)本文对三层阻尼结构的求解方法,可为多

夹层阻尼结构的求解及振动分析奠定基础。
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TransferMatrixMethodofConstrainedDampingPlate
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Abstract:BasedontheKirchhoffhypothesisandKerwinhypothesis,thevibrationequationsofthree-layeredconstraineddamping
plateareestablished.Theequationsaresolvedbyanalyticalmethodandimprovedtransfermatrixmethod.Theresultsshowthat
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eddampingstructure.
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