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无约束全局优化问题的两种新的辅助函数法
*
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摘要:填充函数法、打洞函数法和平稳点函数法是目前比较常用的求解全局优化问题的辅助函数法。本文提出两种新的

辅助函数法,用于求解一般非线性规划问题的全局最优解,它不仅结合了填充函数法和打洞函数法及其平稳点函数法的

特点,同时又避免了它们的一些缺点(每次求解填充函数、打洞函数和平稳点函数的局部极小点以后,还需要重新求解原

问题的局部极小点),而新的辅助函数的局部极小点就是原问题的局部极小点,不需要再求原问题的局部极小点。
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考虑如下问题[1]

minf(x),

s.t.x∈X。
其中X∈Rn 为有界闭箱子集,且f(x)在X 上连续可微。

打洞函数最早是由Levy和 Montalvo于1985年在文献[2]中提出的,该方法要求f(x)在X 上二次连续可

微的,并且假设函数f(x)只有有限个孤立的极小点。打洞函数算法由以下两个阶段构成:局部极小化阶段和打

洞阶段。在打洞阶段,Levy和 Montalvo以已经求得的局部极小点x*
1 为基础,构造了如下形式的打洞函数

T(x,x*
1 )=

f(x)-f(x*
1 )

(x-x*
1 )T(x-x*

1[ ])α。

在此之后,有许多的学者对打洞函数法进行了改进。例如,为了避免T(x,x*
1 )=0,Yao在文献[3]中提出了

动态打洞函数法,定义能量函数E(x,x*
1 )=T(x,x*

1 )+K∫
f̂(x)
0 zu(z)dz。

后来,葛仁溥在文献[4]中提出了另一类求解一般非线性规划问题的全局最优解的辅助函数法:填充函数

法。文献[4]中给出的填充函数为P(x)= 1
γ+f(x)exp -

‖x-x*
1 ‖2

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,其中γ,ρ为参数,且γ+f(x*
1 )>0。

填充函数的基本思想是:通过极小化函数P(x)跳出当前的局部极小点,因而找到一个目标函数值比当前函数值

更小的点,循环运算直至找到全局极小点。然而,函数P(x)含有两个参数,并且相互之间具有一定的依赖性,所
以对参数的选取比较困难。同时受到指数项的影响,当‖x-x*

1 ‖2 较大,ρ2 很小时,它会使填充函数P(x)接近

于0,从而找到假的平稳点,因此丢失目标函数的全局最优解。
后来很多学者对其做了改进工作[5-8]。在此之中,较为有代表性的是 WuZ.Y.等在文献[5]中提出的一种新

的填充函数和拟填充函数。但是应该注意到,文献[5]中的辅助函数不能保证填充函数和拟填充函数的局部极

小点是原问题的局部极小点,所以每次求解填充函数或拟填充函数的局部极小点以后,还需要重新求解原问题

的局部极小点。WuZ.Y.等在文献[6]中提出的平稳点函数和拟平稳点函数无论是在理论性质还是数值试验结

果上,较之前的辅助函数都有非常突出的优越性,是一种性能很好的用于求解全局优化问题的新的辅助函数。
然而,文献[6]中的辅助函数也存在同文献[5]中提出的填充函数和拟填充函数类似的缺点,即不能保证平稳点
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函数或拟平稳点函数的局部极小点是原问题的局部极小点,所以每次求解平稳点函数或拟平稳点函数的局部极

小点以后,还需要重新求解原问题的局部极小点。所以针对这些缺点,本文提出了两种新的辅助函数,改进了上

述缺点。

1新的改进填充函数法

1.1新的改进填充函数及其性质

本文考虑如下问题(P)

minf( )x ,

s.t.x∈Rn。
(1)

其中,f在Rn→R上连续可微。
假设1 f(x)满足强制性条件:当‖x‖→+¥时,f(x)→+¥。
假设2 问题(P)的局部极小值的个数为有限个。
由假设1可知∃x0∈Rn 且存在一个紧集Ω⊂Rn,使得对∀x∈Rn\Ω,有f(x)>f(x0),所以f(x)的所有全

局极小点一定包含在Ω 的内部。因此,(1)式等价于求问题(P′)

minf( )x ,

s.t.x∈Ω。
(2)

其中,f在Rn→R上连续可微。
本文假设x*为当前原问题(P)的局部极小点,L(P)表示问题(2)的所有局部极小点的集合,G(P)表示问题

(P)的所有全局极小点的集合。
定义1 函数T(x,x*,r)称为无约束全局优化问题(P)的改进填充函数,如果T(x,x*,r)满足如下条件:

1)对任意的x∈X,T(x,x*,r)=0⇔f(x)-f(x*)+r=0;

2)设x*是f(x)的一个局部极小点,则对任意的r>0,x*一定是T(x,x*,r)的一个严格局部极大点;

3)对任意的x∈S1= xf(x)≥f(x*),x≠x{ }* ,则ÑT(x,x*,r)≠0;

4)对任意的x∈S2= xf(x)<f(x*),x∈{ }Ω ,函数T(x,x*,r)与目标函数f( )x 的单调性在S2 中能保持

一致,并能取得相同的极小点;

5)对任意的x1,x2∈Ω,若f(x1)≥f(x*),f(x2)≥f(x*),则‖x2-x* ‖>‖x1-x* ‖ 当且仅当

T(x2,x*,r)<T(x1,x*,r)。
下面给出一种改进的填充函数

 T(x,x*,r)= 1
1+‖x-x*‖2φr(f(x)-f(x*)+r)+r min(0,f(x)-f(x*)+r[ ])2·(f(x)-f(x*)+r)。 (3)

其中r>0,φr(t)具有如下的形式:φr
(t)=

0,t≤0

-3+rr3t3+4+rr2t2,0≤t≤r

1,t≥

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï r

。很容易验证φr(t)≥0,且在 0,+[ ]¥ 上是

连续可微的。
下面的定理表明,当参数r满足某些条件时,本文构造的辅助函数T(x,x*,r)满足定义1给出的改进填充函

数的定义。
定理1 对任意的x∈X,T(x,x*,r)=0⇔f(x)-f(x*)+r=0。
证明 必要性(⇒)。

T(x,x*,r)= 1
1+‖x-x*‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 φr(f(x)-f(x*)+r)+r min(0,f(x)-f(x*)+r[ ])2·(f(x)-f(x*)+r),

则一定有如下结果:T(x,x*,r)=0⇒f(x)-f(x*)+r≥0。
事实上,如果f(x)-f(x*)+r<0,则一定有T(x,x*,r)<0。所以,如果T(x,x*,r)=0,一定有f(x)-

f(x*)+r≥0。由此可得T(x,x*,r)=0⇒φr(f(x)-f(x*)+r)=0。再由f(x)-f(x*)+r≥0和函数φr(t)
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的定义可知f(x)-f(x*)+r=0。
充分性(⇐)。因为f(x)-f(x*)+r=0,所以φr(f(x)-f(x*)+r)=0,则T(x,x*,r)=0。 证毕

定理2 设x*是f(x)的一个局部极小点,则对任意的r>0,x*一定是T(x,x*,r)的一个严格局部极大点。
证明 因为x*∈L(P),∃δ>0对∀x∈O(x*,δ),有f(x)≥f(x*),所以f(x)-f(x*)+r≥r>0,

T(x,x*,r)= 1
1+‖x-x*‖2<1=T

(x*,x*,r)。故T(x*,x*,r)>T(x,x*,r),即x*是T(x,x*,r)的一个严

格局部极大点。 证毕

定理3 对任意的x∈S1= xf(x)≥f(x*),x≠x{ }* ,则ÑT(x,x*,r)≠0。
证明 由(3)式知

ÑT(x,x*,r)=- 2(x-x*)
(1+‖x-x*‖2)2φr(f(x)-f(x*)+r)+ 1

1+‖x-x*‖2φ′r
(f(x)-f(x*)+r)Ñf(x)。

如果有f(x)≥f(x*),则有ÑT(x,x*,r)=- 2(x-x*)
(1+‖x-x*‖2)2≠0

。 证毕

定理4 对任意的x∈S2= xf(x)<f(x*),x∈{ }Ω ,函数T(x,x*,r)与目标函数f(x)的单调性在S2 中

能保持一致,并能取得相同的局部极小点。
证明 当 f(x)<f(x*)时,取r>0,使 得 f(x)-f(x*)+r< -r<0,则 有 T(x,x*,r)=

r[f(x)-f(x*)+r]3。这时ÑT(x,x*,r)=3r· f(x)-f(x*)+[ ]r 2 Ñf(x),因为f(x)-f(x*)+r<0,所以

ÑT(x,x*,r)与Ñf(x)同号,从而T(x,x*,r)和f(x)的单调性保持一致。
设x*

i ∈S2 是f(x)的局部极小点,则Ñf(x*
i )=0。由

Ñ2T(x*
i ,x*,r)=6rf(x*

i )-f(x*)+[ ]r ·Ñf(x*
i )·ÑTf(x*

i )+3r f(x*
i )-f(x*)+[ ]r 2·Ñ2f(x*

i )
可知,Ñ2T(x*

i ,x*,r)与Ñ2f(x*
i )的正定性保持一致,因此f(x)的局部极小点也是T(x,x*,r)的局部极小点。

证毕

值得注意的是:1)从定理4可以看出,如果当前局部极小点x*不是全局极小点,则函数T(x,x*,r)一定在

S2 中存在一个局部极小点。事实上,因为x*不是原问题的全局极小点,则原问题的全局极小点一定属于S2,且
该全局极小点当然是原问题的局部极小点,所以也一定是函数T(x,x*,r)的局部极小点;2)设x是T(x,x*,r)
从x0 出发的任一局部极小点,则x一定是满足下列条件之一的点:i)x∈Ω 且f(x)<f(x*);ii)x∈∂Ω。

定理5 对任意的x1,x2∈Ω,f(x2)≥f(x*),则‖x2-x*‖>‖x1-x*‖当且仅当 T(x2,x*,r)<
T(x1,x*,r)。

证明 因为对任意的x1,x2∈Ω,若f(x1)≥f(x*),f(x2)≥f(x*),则

T(x2,x*,r)= 1
1+‖x2-x*‖2

,T(x1,x*,r)= 1
1+‖x1-x*‖2

。

所以,‖x2-x*‖>‖x1-x*‖当且仅当T(x2,x*,r)<T(x1,x*,r)。 证毕

定理5保证了辅助函数在极小化搜索过程中,不会再回到原来极小点所在的盆谷中。
由以上的定理及定义1可以得到,当参数r>0且满足一定条件时,函数T(x,x*,r)是点x*处的新的改进填

充函数。

1.2新的改进填充函数法和数值试验结果

步0,选取初始点x01∈intΩ;选取一个充分小的正数μ>0作为δ和r的终止参数,ei 为方向,i=1,2,…,k0,

k0≥2n,n是变量个数,令k:=1,i:=1;
步1,以x0k∈intΩ 为初始点,利用已有的局部极小化算法极小化目标函数f(x),求得f(x)的一个局部极小

点x*
k 和极小值f(x*

k ),选取一个正数δ0>0,令δ:=δ0;
步2,在已取得的极小点x*

k 处构造辅助函数

T(x,x*
k ,r)= 1

1+‖x-x*
k ‖2φr(f(x)-f(x*

k )+r)+r min(0,f(x)-f(x*
k )+r[ ])2·(f(x)-f(x*

k )+r);

步3,令x*
k =x*

k +δei,若x*
k ∈intΩ,则以x*

k 为初始点极小化辅助函数T(x,x*
k ,r),求得辅助函数的局部

极小点x*
k+1,转步6;否则,转步4;
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步4,若δ>μ,则减少δ,令δ:=δ
2
,转步3;否则,令δ:=δ0,转步5;

步5,如果r>μ,则减小r,令r:=r
10
,转步2;否则转步6;

步6,若i<k0,则令i:=i+1,转步3;否则计算终止,视x*
k 为f(x)的全局极小点;

步7,若fx*
k( )+1 <fx*( )k ,令x*

k =x*
k+1,k:=k+1,转步2;否则转步5。

下面通过几个算例来验证其算法的有效性,算例均是在同一计算机用 Matlab7.01编程进行运算。
算例1 2-dimensional函数[9]

         minf(x)=[1-2x2+csin(4πx2)-x1]2+[x2-0.5sin(2πx1)]2,

s.t.0≤x1≤10,-10≤x2≤0。
这里c=0.2,0.5,0.05,对于不同的c有不同的局部极小点,但是全局极小点都是x*=(0,0)T,f(x*)=0,计算

时取c=0.2,r=1。

表1 算例1的数值结果

Tab.1 ResultsforExample1

k x0k x*
k f(x*

k )

1 (1.000000,-1.000000) (0.677912,-0.137515) 0.110700

2 (0.813100,-0.162901) (0.935102,-0.182410) 0.000000

1 (3.000000,3.000000) (0.973445,-0.347295) 1.024450

2 (-1.245897,1.184233) (0.135859,0.297610) 0.398723

3 (-0.982354,0.235535) (0.035832,0.023589) 0.000000

算例2 Six-HumpCamleBack函数[10]

                minf(x)=4x21-2.1x41+13x
6
1-x1x2-4x22+4x42,

s.t.-3≤x1≤3,-3≤x2≤3。
算例2在可行域里有若干个局部极小点,有一个全局极小点x* =(0.089834,0.71272),全局极小值为

f(x*)=-1.031628。

表2 算例2的数值结果

Tab.2 ResultsforExample2

k x0k x*
k f(x*

k )

1 (-2.000000,-1.000000) (-1.928137,-0.805719) 0.510724

2 (-0.671485,-0.992560) (-0.679810,-0.798361) -6.921461E-02

3 (-0.376902,-0.549801) (9.451890E-02,0.712013) -1.031623

1 (1.000000,2.000000) (1.102359,0.772408) 0.523732

2 (0.8808230,0.715401) (0.089823,0.712078) -1.031628

2新的改进平稳点函数法

2.1新的改进平稳点函数及其性质

定义2 函数T̂(x,x*,r)称为无约束全局优化问题(P)的改进平稳点函数,如果T̂(x,x*,r)满足如下条件:

1)对任意的x∈X,T̂(x,x*,r)=0⇔f(x)-f(x*)+r=0;

2)对任意的x∈S1= xf(x)≥f(x*{ }),则‖ÑT̂(x,x*,r)‖≠0;

3)对任意的x∈S2= xf(x)<f(x*),x∈{ }Ω ,函数T̂(x,x*,r)与目标函数f( )x 的单调性在S2 中能保持
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一致,并能取得相同的局部极小点;

4)对任意的x1,x2∈Ω,若f(x1)≥f(x*),f(x2)≥f(x*),则‖x2-x0‖>‖x1-x0‖当且仅当T̂(x2,x*,

r)<T̂(x1,x*,r)。
下面给出如下形式的一种改进的平稳点函数:

 T̂(x,x*,r)= 1
1+‖x-x0‖2φr(f(x)-f(x*)+r)+r min(0,f(x)-f(x*)+r[ ])2·(f(x)-f(x*)+r)。 (4)

其中,对任意的r>0,φr(t)具有如下的形式:φr(t)=

0,t≤0

-3+rr3t3+4+rr2t2,0≤t≤r

1,t≥

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï r

,φr(t)≥0,且在 0,[ ]r 上是连续

可微的。选取x0∈Rn\Ω,其中Ω= x=(x1,x2,…,xn)ci≤xi≤di,i=1,2,…,{ }n ⊂Rn,d=(d1,…,dn)是箱子

集中离x0 最远的顶点。

注意到x*不是函数T̂(x,x*,r)的平稳点。因为事实上

ÑT̂(x,x*,r)=- 2(x-x0)
(1+‖x-x0‖2)2φr(f(x)-f(x*)+r)+ 1

1+‖x-x0‖2φ
′r(f(x)-f(x*)+r)Ñf(x),

所以ÑT̂(x*,x*,r)=- 2(x*-x0)
(1+‖x*-x0‖2)2≠0

,故 x* 不是函数 T̂(x,x*,r)的平稳点。本文定义 D=

1
(1+‖d-x0‖2)2

,下面讨论这种新的平稳点函数的一些性质。

定理6 对任意的x∈X,T̂(x,x*,r)=0⇔f(x)-f(x*)+r=0。
证明 必要性(⇒)。由

T̂(x,x*,r)= 1
1+‖x-x0‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 φr(f(x)-f(x*)+r)+r min(0,f(x)-f(x*)+r[ ])2·(f(x)-f(x*)+r),

则一定有如下结果:T̂(x,x*,r)=0⇒f(x)-f(x*)+r≥0。事实上,如果f(x)-f(x*)+r<0,则一定有

T̂(x,x*,r)<0,所以,如果T̂(x,x*,r)=0,一定有f(x)-f(x*)+r≥0。由此可得

T̂(x,x*,r)=0⇒φr(f(x)-f(x*)+r)=0。
再由f(x)-f(x*)+r≥0和函数φr(t)的定义可知f(x)-f(x*)+r=0。

充分性(⇐)。因为f(x)-f(x*)+r=0,所以φr(f(x)-f(x*)+r)=0,则T̂(x,x*,r)=0。

定理7 对任意的x∈S1= xf(x)≥f(x*{ }),则‖ÑT̂(x,x*,r)‖≠0。
证明 由(4)式知

ÑT̂(x,x*,r)=- 2(x-x0)
(1+‖x-x0‖2)2φr(f(x)-f(x*)+r)+ 1

1+‖x-x0‖2φ
′r(f(x)-f(x*)+r)Ñf(x)。

如果有f(x)≥f(x*),则有

ÑT̂(x,x*,r)=- 2(x-x0)
(1+‖x-x0‖2)2

,‖ÑT̂(x,x*,r)‖= 2‖x-x0‖
(1+‖x-x0‖2)2>D≠0。 证毕

定理8 对任意的x∈S2= xf(x)<f(x*),x∈{ }Ω ,函数 T̂(x,x*,r)与目标函数f( )x 的单调性在S2 中

能保持一致,并能取得相同的局部极小点。
证明 当f(x)<f(x*)时,取r>0,使得

f(x)-f(x*)+r<-r<0,T̂(x,x*,r)=r f(x)-f(x*)+[ ]r 3。

这时ÑT̂(x,x*,r)=3r· f(x)-f(x*)+[ ]r 2 Ñf(x)。因为f(x)<f(x*),所以ÑT̂(x,x*,r)与Ñf(x)同号,从

而T̂(x,x*,r)和f( )x 的单调性保持一致。
设x*

i ∈S2 是f( )x 的局部极小点,则Ñf(x*
i )=0。
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由Ñ2T̂(x*
i ,x*,r)=6rf(x*

i )-f(x*)+[ ]r ·Ñf(x*
i )·ÑTf(x*

i )+3r f(x*
i )-f(x*)+[ ]r 2·Ñ2f(x*

i )

可知,Ñ2T̂(x*
i ,x*,r)与Ñ2f(x*

i )的正定性保持一致,因此f( )x 的局部极小点也是T̂(x,x*,r)的局部极小点。
证毕

值得注意的是:从定理8可以看出,如果当前局部极小点x*不是全局极小点,则函数 T̂(x,x*,r)一定在S2
中存在一个局部极小点。事实上,因为x*不是原问题的全局极小点,则全局极小点一定属于S2,该全局极小点

当然是原问题的局部极小点,所以也一定是函数T̂(x,x*,r)的局部极小点。
定理9 对任意的x1,x2∈Ω,若f(x1)≥f(x*),f(x2)≥f(x*),则‖x2-x0‖>‖x1-x0‖当且仅当

T̂(x2,x*,r)<T̂(x1,x*,r)。
证明 因为对任意的x1,x2∈Ω,若f(x1)≥f(x*),f(x2)≥f(x*),则

T̂(x2,x*,r)= 1
1+‖x2-x0‖2

,T̂(x1,x*,r)= 1
1+‖x1-x0‖2

。

所以,‖x2-x0‖>‖x1-x0‖当且仅当T̂(x2,x*,r)<T̂(x1,x*,r)。 证毕

2.2新的改进平稳点函数法和数值试验

步0,选取初始点x01∈Ω;选取一个点x0∈Rn\Ω 使得对任意的x∈Ω 满足‖x-x0‖≥1;选取一个充分小的

正数μ为参数r的终止参数;
步1,以x0k∈Ω 为初始点,利用已有的局部极小化算法极小化目标函数f(x),求得f(x)的一个局部极小点

x*
k 和极小值f(x*

k ),令k:=1;
步2,在已取得的极小点x*

k 处构造辅助函数

T̂(x,x*
k ,r)= 1

1+‖x-x0‖2φr(f(x)-f(x*
k )+r)+r min(0,f(x)-f(x*

k )+r[ ])2·(f(x)-f(x*
k )+r);

步3,令x*
k 为初始点极小化辅助函数T̂(x,x*,r),得到局部极小点x*

k+1;
步4,若f(x*

k+1)<f(x*
k ),令x*

k =x*
k+1,k:=k+1,转步2;否则,转步5;

步5,如果r>μ,则减小r,令r:=r
10
,转步2;否则,计算终止,视x*

k 为f(x)的全局极小点。

下面通过几个算例来验证其算法的有效性,算例均是在同一计算机用 Matlab7.01编程进行运算。
算例3 Treccani函数[4]

            minf(x)=x41+4x31+4x21+x22,

s.t.-3≤x1≤3,-3≤x2≤3。
全局极小点x*=(-2,0),全局极小值f(x*)=0.000000,x0=(2,2)。

表3 算例3的数值结果

Tab.3 ResultsforExample3

k x0k x*
k f(x*

k )

1 (2.800000,-1.600000) (-2.252698,-0.000009) 0.353000

2 (-2.130210,0.310040) (-2.000000,0.000000) 0.000000

1 (-1.000000,-2.000000) (-1.000000,0.000000) 1.000000

2 (-1.254000,0.000000) (-2.000000,0.000000) 0.000000

  算例4 Six-HumpCamleBack函数[10]

             minf(x)=4x21-2.1x41+13x
6
1-x1x2-4x22+4x42,

s.t.-3≤x1≤3,-3≤x2≤3。
算例4在可行域里有若干个局部极小点,其中只有一个全局极小点,为x*=(0.089834,0.712723),全局极小

值为f(x*)=-1.031628,x0=(3,3)。
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表4 算例4的数值结果

Tab.4 ResultsforExample4

k x0k x*
k f(x*

k )

1 (0.000000,0.000000) (0.000000,0.000000) 0.000000

2 (-0.101230,0.000000) (-0.089843,-0.712679) -1.031628

1 (1.000000,2.000000) (1.201295,0.951380) 1.000000

2 (0.754412,0.774989) (0.089721,0.712051) -1.031619
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TwoNewAuxiliaryFunctionMethodsforUnconstrainedGlobalOptimizationProblems
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Abstract:Filledfunctionmethod,tunnelingfunctionmethod,stationary-pointfunctionmethodaremainlyauxiliaryfunctionmethods

forglobaloptimizationproblems.Inthispaper,weproposetwokindsofnewauxiliaryfunctionmethodforgeneralnonlinearpro-
grammingproblems.Therenewmethodscombinethepropertiesoffilledfunctionmethod,tunnelingfunctionmethodandstationa-
ry-pointfunctionmethod,whichavoidsomeownshortcomings.
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