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一类I型一致不变凸条件下的极大极小分式规划问题
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摘要:为一个极大极小分式规划问题(P)提出了一类新的广义(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸函数的概念,并在此广义I
型一致不变凸性条件下,获得了规划(P)的一些最优性充分条件。而且,建立了规划(P)一个新的对偶模型,并在前述条

件下,证明了弱对偶、强对偶和严格逆对偶定理。本文所得结果推广和改进了文献的一些相应结果。
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函数的凸性在研究数学规划的最优性和对偶性等方面都起着非常重要的作用。许多研究者都致力于弱化

凸性的条件以扩大其应用范围,并取得了丰硕的成果。而极大极小分式规划是数学规划的一种重要类型,它在

多目标规划,工程设计等方面都有重要应用,本文研究广义极大极小分式规划问题(P)
minsup
x∈S,y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

s.t.g(x)≤{ 0
。其中,

S={x∈X:g(x)≤0}为问题(P)的可行集,X⊆Rn 开,Y⊆Rl 紧,设f,h:X×Y→R和g:X→Rm 关于x 的一阶偏

导数均连续,并且对∀(x,y)∈S×Y,f(x,y)≥0,h(x,y)>0。

Yadav和 Mukherjee[1]为这种凸可微的极大极小分式规划构建了两个对偶模型,并得到了它们的一些对偶

结果。后来,Chandra和Kumar[2]改进了文献[1]中的两个对偶模型,证明了凸可微极大极小分式规划的对偶定

理。接着,Liu等[3]又松驰了文献[2]的凸性条件,并在伪凸和拟凸条件下获得了一些对偶结果。Liu和 Wu[4-5]

分别在不变凸和(F,ρ)-凸条件下,讨论了极大极小分式规划的最优性充分条件和对偶定理。Yang和 Hou[6]通
过弱化文献[5,7-8]的凸性条件以及统一[4-5]的对偶模型,也建立了极大极小分式规划的最优性充分条件和对

偶定理。

Yuan等[9]引入了一类(C,α,ρ,d)-凸函数,并在此广义凸性条件下,获得了不可微极大极小分式规划的最优

性充分条件。最近,Long和Quan[10]通过弱化一致不变凸性条件,得到了一类非光滑极大极小分式规划的最优

性条件和对偶结果。而Jayswal等[11]提出了一类新的广义(F,α,ρ,θ)-d-V 一致不变凸函数,并在此广义一致不

变凸性条件下,建立了一类非光滑多目标规划问题的几个最优性充分条件和 Mond-Weir型对偶结果。
本文受以上工作的启发,利用(F,α,ρ,θ)-d-V 一致不变凸函数,提出了伪拟和严格伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型

一致不变凸的概念,并在此较弱凸性条件下获得了极大极小分式规划问题(P)的一些最优性充分条件。而且,建
立了规划(P)的一个新的对偶模型,并在此广义I型一致不变凸性条件下,证明了其弱对偶、强对偶和严格逆对

偶定理。

1预备知识

本文令M={1,2,…,m},对∀x∈S,J(x)={j∈M:gj(x)=0},Y(x)= y∈Y:f
(x,y)

h(x,y)=supz∈Y

f(x,z)
h(x,z{ }),

K(x)={(s,t,u)∈N×Rs
+×Rls:1≤s≤n+1,t=(t1,t2,…,ts)∈Rs

+,∑
s

i=1
ti=1,u=(y1,y2,…,ys),yi∈Y(x),
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i=1,2,…,}s 。
定义1[12] 称函数F:X×X×Rn→R关于第三变元是次线性的,如果对∀x,x∈X,有
1)F(x,x;β1+β2)≤F(x,x;β1)+F(x,x;β2),∀β1,β2∈Rn;

2)F(x,x;kβ)=kF(x,x;β),∀k∈R+,β∈Rn。
注1 由条件2)可知F(x,x;0)=0,再由条件1)可得-F(x,x;-β)≤F(x,x;β),∀β∈Rn。
设α=(α0,α1):X×X→R+\{0},ρ=(ρ0,ρ1)∈R×R,b0,b1:X×X→R+,φ0,φ1:R→R,d:R→R(满足d(0)=

0),θ:X×X→R+(满足θ(x,x)=0⇔x=x),并设π,ω:X→R在x∈X 处都是可微的。
定义2[11] 函数π称为x∈X 处是(F,α,ρ,θ)-d-V 一致不变凸的,若存在d,θ,b0,φ0,α0,ρ0 和函数F,使得对

∀x∈S,b0(x,x)φ0[φ(x)-φ(x)]≥F(x,x;α0(x,x)Ñπ(x))+ρ0d2(θ(x,x))。
下面引入伪拟和严格伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸函数的概念。
定义3 (π,ω)称为x∈X 处是(严格)伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸的,若存在d,θ,bP,φP,αP,ρP

(P=0,1)和函数F,使得对∀x∈S(x≠x),有
F(x,x;α0(x,x)Ñπ(x))+ρ0d2(θ(x,x))≥0⇒b0(x,x)φ0[π(x)-π(x)](>)≥0,

-b1(x,x)φ1[ω(x)]≤0⇒F(x,x;α1(x,x)Ñω(x))+ρ1d2(θ(x,x))≤0。
注2 在文献[13]的定义2中,若Ñ2π(x)=Ñ2ω(x)=0,则退化为本定义。
定理1[2] (必要条件)设x是规划(P)的一个最优解(局部或全局),并且Ñgj(x),j∈J(x)线性独立,则存在

(s,t,u)∈K(x),λ∈R+和μ∈R+
m 使得

Ñ∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))+ Ñ∑

m

j=1
μjgj(x)=0,(1)

∑
m

j=1
μjgj(x)=0, (3)

  f(x,yi)-λh(x,yi)=0,i=1,2,…,s, (2)

  ti≥0,∑
s

i=1
ti=1,yi∈Y(x),i=1,2,…,s。 (4)

2充分性

本节建立规划(P)的最优性充分性条件。
定理2 设(x,λ,μ,s,t,u)满足(1)~(4)式,并且存在F,d,θ,φp,bp,αp,ρp(p=0,1)使得

1)[∑
s

i=1
ti(f(·,yi)-λh(·,yi)),∑

m

j=1
μjgj(·)]在x处是伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸的;

2)φ0(a)≥0⇒a≥0;a≥0⇒φ1(a)≥0;b0(x,x)>0;b1(x,x)≥0;

3)α0(x,x)=α1(x,x);ρ0≥-ρ1;
则x是规划(P)的一个最优解。

证明 假设x不是规划(P)的最优解,则存在规划(P)的一个可行解x,使得λ=f(x,yi)
h(x,yi)

>sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

,

i=1,2,…,s,所以f(x,y)-λh(x,y)<0,∀y∈Y,利用(2)、(4)式可得

∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))<∑

s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))。 (5)

再由(3)式和条件2)可得-b1(x,x)φ1[∑
m

j=1
μjgj(x)]≤0。用条件1)的第2部分可推得

F(x,x;α1(x,x)Ñ∑
m

j=1
μjgj(x))+ρ1d2(θ(x,x))≤0。

利用(1)式,函数F 的次线性和条件3)有

F(x,x;α0(x,x)Ñ∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi)))+ρ0d2(θ(x,x))≥0。

再由条件1)的第1部分可推得b0(x,x)φ0[∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))-∑

s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))]≥0。根

据条件2)有∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))-∑

s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))≥0,这与(5)式相矛盾。
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因此,x是规划(P)的一个最优解。 证毕

定理3 设(x,λ,μ,s,t,u)满足(1)~(4)式,并且存在F,d,θ,φp,bp,αp,ρp(p=0,1)使得

1)[∑
s

i=1
ti(f(·,yi)-λh(·,yi)),∑

m

j=1
μjgj(·)]在x处是严格伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸的;

2)a≤0⇒φ0(a)≤0;a≥0⇒φ1(a)≥0;b0(x,x)≥0;b1(x,x)≥0;

3)α0(x,x)=α1(x,x),ρ0≥-ρ1;
则x是规划(P)的一个最优解。

证明 若x不是规划(P)的一个最优解,则存在规划(P)的一个可行解x,使得λ=f
(x,yi)

h(x,yi)
>sup

y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

,

i=1,2,…,s,即f(x,y)-λh(x,y)<0,∀y∈Y。根据(2)、(4)式有

∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))<∑

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))。

由条件2)得

b0(x,x)φ0[∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))-∑

s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))]≤0。

根据条件1)的第1部分可推得

F(x,x;α0(x,x)Ñ∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi)))+ρ0d2(θ(x,x))<0。 (6)

另一方面,由(3)式及条件2)有-b1(x,x)φ1[∑
m

j=1
μjgj(x)]≤0。再由条件1)的第2部分可推得

F(x,x;α1(x,x)Ñ∑
m

j=1
μjgj(x))+ρ1d2(θ(x,x))≤0。 (7)

把(6)、(7)式相加,并利用函数F 的次线性和条件3)可得

F(x,x;α0(x,x)Ñ[∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))+∑

m

j=1
μjgj(x)])<0。

而由(1)式及F 的次线性可推得F(x,x;α0(x,x)Ñ[∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))+∑

m

j=1
μjgj(x)])=0,矛盾。因

此,x是规划(P)的一个最优解。 证毕

3对偶性

下面建立极大极小分式规划(P)的对偶模型(D),并在广义(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸条件下证明其弱

对偶、强对偶和严格逆对偶定理。
(D) max

(s,t,u)∈K(z)
sup

(z,μ,λ)∈H(s,t,u)
λ,

Ñ∑
s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi))+ Ñ∑

m

j=1
μjgj(z)=0, (8)

∑
s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi))≥0, (9) ∑

m

j=1
μjgj(z)≥0。 (10)

其中,对(s,t,u)∈K(z),H(s,t,u)是满足 (8)~(10)式的所有点(z,μ,λ)∈Rn×Rm
+×R+的集合。

若对某(s,t,u)∈K(z),H(s,t,u)=∅,则定义sup
H(s,t,u)

λ=-¥。

定理4 (弱对偶)设x和(z,μ,λ,s,t,u)分别为规划(P)和对偶(D)的可行解,并且

1)[∑
s

i=1
ti(f(·,yi)-λh(·,yi)),∑

m

j=1
μjgj(·)]在z处是伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸;

2)φ0(a)≥0⇒a≥0;a≥0⇒φ1(a)≥0;b0(x,z)>0;b1(x,z)≥0;

3)α0(x,z)=α1(x,z);ρ0+ρ1≥0;

则sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)≥λ

。
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证明 因为a≥0⇒φ1(a)≥0,b1(x,z)≥0,所以由(10)式可得-b1(x,z)φ1[∑
m

j=1
μjgj(z)]≤0。再由条件

1)的第2部分,上式可推得F(x,z;α1(x,z)Ñ∑
m

j=1
μjgj(z))+ρ1d2(θ(x,z))≤0。利用(8)式和F的次线性,上式

又可推得 -F(x,z;α1(x,z)Ñ∑
s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi)))+ρ1d2(θ(x,z))≤

F(x,z;α1(x,z)Ñ∑
m

j=1
μjgj(z))+ρ1d2(θ(x,z))≤0。

考虑条件3)有F(x,z;α0(x,z)Ñ∑
s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi)))+ρ0d2(θ(x,z))≥0。再根据条件1)的第1部分,

又可推得b0(x,z)φ0[∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))-∑

s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi))]≥0。由b0(x,z)>0,φ0(a)≥

0⇒a≥0和(9)式,可得∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))≥0。故存在某个i0 使得f(x,yi0

)-λh(x,yi0
)≥0,即

sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)≥

f(x,yi0
)

h(x,yi0
)≥λ。 证毕

定理5 (强对偶)设x是规划(P)的一个最优解,且Ñgj(x),j∈J(x)线性独立,则存在(s,t,u)∈K(x)和
(x,μ,λ)∈H(s,t,u)使得(x,μ,λ,s,t,u)是对偶(D)的一个可行解,且其目标函数值相等,而且,若定理4的弱对

偶条件对规划(P)和(D)的所有可行解均成立,则(x,μ,λ,s,t,u)为(D)的一个最优解。
证明 因为x是规划(P)的一个最优解,且Ñgj(x),j∈J(x)线性独立,所以,由定理1,存在(s,t,u)∈K(x)

和(x,μ,λ)∈H(s,t,u)使得(x,μ,λ,s,t,u)是(D)的一个可行解,且其目标函数值相等。而(x,μ,λ,s,t,u)是(D)
的一个最优解直接由定理4可得。 证毕

定理6 (严格逆对偶)设x和(z,μ,λ,s,t,u)分别是规划(P)和(D)的可行解,如果

1)sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

=λ;

2)[∑
s

i=1
ti(f(·,yi)-λh(·,yi)),∑

m

j=1
μjgj(·)]在z处是严格伪拟(F,α,ρ,θ)-d-V-I型一致不变凸;

3)φ0(a)>0⇒a>0;a≥0⇒φ1(a)≥0;b0(x,z)>0;b1(x,z)≥0;

4)α0(x,z)=α1(x,z);ρ0+ρ1≥0。
则x=z。

证明 反证法,若x≠z,则由(10)式和条件3)有-b1(x,z)φ1[∑
m

j=1
μjgj(z)]≤0。再由条件2)中第2部分

可推得F(x,z;α1(x,z)Ñ∑
m

j=1
μjgj(z))+ρ1d2(θ(x,z))≤0。利用(8)式和函数F 的次线性可知

-F(x,z;α1(x,z)Ñ∑
s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi)))+ρ1d2(θ(x,z))≤0。

根据条件4)有 F(x,z;α0(x,z)Ñ∑
s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi)))+ρ0d2(θ(x,z))≥0。

再由条件2)中第1部分,上式可推得

b0(x,z)φ0[∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))-∑

s

i=1
ti(f(z,yi)-λh(z,yi))]>0,

又由b0(x,z)>0,φ0(a)>0⇒a>0和(9)式得∑
s

i=1
ti(f(x,yi)-λh(x,yi))>0。因此,存在i0 使得f(x,yi0

)-

λh(x,yi0
)>0。故sup

y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

≥
f(x,yi0

)
h(x,yi0

)>λ,这与条件1)矛盾,所以x=z。 证毕
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JIAOHehua
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Abstract:Anewclassofgeneralized(F,α,ρ,θ)-d-V-Itypeunivexfunctionsisintroducedforaminimaxfractionalprogramming
problem(P)andsomesufficientoptimalityconditionsfortheproblem(P)areobtainedundertheassumptionsofgeneralizedtypeI
univexity.Moreover,anewdualmodelofprogramming(P)isformulatedandweakduality,strongdualityandstrictconversedual-
itytheoremsareprovedundertheaforesaidassumptions.Theresultsobtainedinthispaperextendandimprovesomecorresponding
resultsintheliterature.
Keywords:minimaxprogramming;fractionalprogramming;generalizedtypeIunivexity;duality;optimality
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