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向量优化中改进集的对偶性质
*
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摘要:基于凸锥的一些经典对偶性质,利用凸集分离定理和回收锥等工具研究了改进集的一些对偶性质,获得了改进集与

凸锥之和的对偶锥等于改进集的对偶锥与凸锥的对偶锥之交;改进集回收锥的对偶锥等于凸锥的对偶锥和该改进集的对

偶锥;改进集之和的对偶锥等于改进集的对偶锥之交;改进集与凸锥之交的对偶锥等于改进集的对偶锥与凸锥的对偶锥

之和的闭包;改进集之交的对偶锥等于改进集的对偶锥之和的闭包;改进集之并的对偶锥等于改进集之和的对偶锥,并

给出了一些具体例子对主要结果进行了解释。
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向量优化研究需要借助于一些重要的数学工具,如锥序关系和凸集分离定理等。向量优化中用到的序关系

一般是通过凸锥定义的。因此,凸锥的性质尤其是它的对偶性质在向量优化研究中就显得十分重要[1-4]。近年

来,向量优化问题的近似解研究已经取得了大量的成果。特别地,Chicco等人在文献[5]中提出了有限维空间中

改进集的概念,研究了它的一些性质,并利用改进集定义了向量优化问题的一类统一的有效解概念———E-有效

解。E-有效解概念是对许多精确与近似解概念的统一。进一步,Gutiérrez等人在文献[6]中推广了改进集及E-
有效解概念到一般拓扑线性空间中,并研究了它们的一些新的性质。改进集是在统一的框架下研究向量优化问

题解的性质的重要工具,相关研究工作见文献[7-8]等。受文献[1,6,8]中研究工作的启发,本文主要研究改进集

的一些对偶性质。

1预备知识

设Y 是实拓扑线性空间,Y*是Y 的拓扑对偶空间,Rn 是n 维欧氏空间,Rn
+ 表示非负象限锥。设非空集合

A⊂Y,clA、convA、coneA、Y\A 分别表示A 的拓扑闭包、凸包、锥包和补集,A 的对偶锥和回收锥分别定义为

A+=λ∈Y* <λ,y>≥0,∀y∈{ }A ,A¥= y∈Y a+R++y⊂A,∀a∈{ }A 。

定义1[6] 设E 是Y 中的非空集合,K 是Y 中的非空凸锥。若E 满足0∉E 且E+K=E,则称E 是关于K
的改进集。

引理1[1] 设K1⊂Y 和K2⊂Y 是两个非空凸锥,则 K1+K( )2
+=K+

1 ∩K+
2 。

引理2[6] 设E 是Y 中的非空集合,K 是Y 中的非空凸锥。若E 是关于K 的改进集,则E+⊂K+。此外,

若E⊂K,则E+=K+。

引理3[6] 设E 是Y 中的非空集合,K 是Y 中的非空凸锥。若E 是关于K 的非空闭凸改进集,则 E( )¥ +⊂

K+。

注1 事实上,引理2和引理3的成立只需要利用条件E+K=E,无需假设0∉E。
引理4[9] 设K1⊂Y,K2⊂Y 是非空凸锥,则K1+K2=conv K1∪K( )2 。
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2改进集的对偶性质

Jahn在文献 [1]中获得了凸锥的如下对偶性质。

若E1 和E2 是Y 中的两个凸锥,则

E1+E( )2
+=E+

1 ∩E+
2 。 (1)

事实上,若E1 或E2 不是凸锥时,(1)式也可能成立。

例1 令   E1= x1,x( )2 x1+x2≥2,x1≥0,x2≥{ }0 ,E2= x1,x( )2 x21+x22≥4,x1≥0,x2≥{ }0
显然,E1 和E2 均不是凸锥。然而,E1+E( )2

+=E+
1 ∩E+

2 =R2+。此外,可以验证E1 和E2 是关于K=R2+的改

进集。

下面在改进集条件下证明(1)式成立。

定理1 设E 是Y 中的非空集,K 是Y 中的非空凸锥。若E 是关于K 的改进集,则 E+( )K +=E+∩K+。

证明 因为E 是关于K 的改进集,所以由引理2可得E+⊂K+。因此 E+( )K +=E+=E+∩K+。 证毕

定理2 设E是Y 中的非空集合,K 是Y 中的非空凸锥。若E是关于K 的闭凸改进集且E⊂K,则 E( )¥ +=
K+=E+。

证明 因为E 是关于K 的改进集且E⊂K,则由引理2可得E+=K+。故仅需证明 E( )¥ +=K+。由E 是

闭凸集和引理3可得 E( )¥ +⊂K+。另一方面,因为E+E¥=E,故由引理2可得E+⊂ E( )¥ +,所以 K+⊂
E( )¥ +。 证毕

定理3 设E1 和E2 是Y 中的非空集合,K 是Y 中的非空凸锥。若E1 是关于K 的改进集且E1,E2⊂K,则

E1+E( )2
+=E+

1 ∩E+
2 。

证明 因为E1 是关于K 的改进集,所以E1+E2=E1+E2+K。此外,由E1,E2⊂K 和K 是凸锥可得E1+

E2⊂K。从而再由引理2可得 E1+E( )2
+=K+。因此,只需证明K+=E+

1 ∩E+
2 。由E1⊂K 是关于K 的改进

集,E2⊂K 和引理2可得E+
1 ∩E+

2 =K+。 证毕

注2 若定理3中E1 不是关于K 的改进集,则结论不一定成立。

例2 令

E1= x1,x( )2 x1+x2-1≥0,0≤x1≤1,0≤x2≤{ }1 ,E2= x1,x( )2 1≤x1≤2,0≤x2≤{ }1 ,K=R2+。

显然,E1 不是关于K 的改进集且E1,E2⊂K。此外E+
1 =R2+,E+

2 =R2+∪ x1,x( )2 x1+x2≥0,x1≥0,x2≤{ }0 ,

E1+E( )2
+=R2+∪ x1,x( )2

1
2x1+x2≥0

,x1≥0,x2≤{ }0 ,故 E1+E( )2
+≠E+

1 ∩E+
2 =R2+。

Jahn在文献[1]中获得了凸锥的如下对偶性质。

若E1 和E2 是Y 中的两个凸锥,则

E+
1 +E+

2 ⊂ E1∩E( )2
+。 (2)

事实上,若E1 或E2 不是凸锥时,(2)式也可能成立。

例3 令E1= x1,x( )2 x1+x2≥1,x1≥0,x2≥{ }0 ,E2=R2+\ x1,x( )2 0≤x1≤1,0≤x2≤{ }1 。显然,E1 是

凸集但不是锥,E2 不是凸锥。然而E+
1 +E+

2 = E1∩E( )2
+=R2+。此外,可以验证E1 和E2 是关于K=R2+的改

进集。下面在改进集条件下证明(2)式成立。

定理4 设 E 是Y 中 的 非 空 集,K 是Y 中 的 非 空 凸 锥。若 E 是 关 于 K 的 改 进 集,则 E∩( )K + =
cl E++K( )+ 。

证明 因为E∩K⊂E 且E∩K⊂K,所以E++K+⊂ E∩( )K +,从而cl E++K( )+ ⊂ E∩( )K +。故只需

证明 E∩( )K +⊂cl E++K( )+ 。

若存在x0∈ E∩( )K +且x0∉cl E++K( )+ 。由cl E++K( )+ 是闭凸集并利用凸集分离定理可知,存在

λ∈Y**\0Y{ }** 使得

<λ,x0>><λ,μ>,∀μ∈cl E++K( )+ 。 (3)
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在(3)式中,取μ=0,则有

<λ,x0>>0。 (4)

此外,由cl E++K( )+ 是锥和(3)式可得<λ,μ>≤0,∀μ∈cl E++K( )+ ,即-λ∈ cl E++K( )( )+ +。

再由文献[1]中的引理1.24(c)可得

-λ∈ cl E++K( )( )+ += E++K( )+ += E+∪K( )+ +。 (5)

根据引理2,由E 是关于K 的非空改进集可得E+⊂K+。故由(5)式可得

-λ∈K++=K。 (6)

下面证明E∩K+K=E∩K。显然,E∩K+K⊃E∩K,故只需证明E∩K+K⊂E∩K。对任意的x∈E∩
K+K,存在y∈E∩K,z∈K 使得x=y+z。因为E 是关于K 的非空改进集且K+K=K,所以x∈E 且x∈K。
故

E∩K+K=E∩K, (7)

所以由引理2,x0∈ E∩( )K +⊂K+。故结合(6)式有<λ,x0>≤0,这与(4)式矛盾。 证毕

定理5 设E1 和E2 是Y 中的非空集合,K 是Y 中的非空凸锥。若E1 和E2 是关于K 的改进集且E1,E2⊂

K,则 E1∩E( )2
+=cl(E+

1 +E+
2 )。

证明 由 E1,E2 是 关 于 K 的 改 进 集,E1,E2⊂K 和 引 理 2,E+
1 =E+

2 =K。故 cl E+
1 +E+( )2 =

cl(K++K+)=K+。故只需证明 E1∩E( )2
+=K+。因为E1,E2 均是关于K 的改进集,相似于(7)式的证明可

得 E1∩E( )2 +K=E1∩E2。

再由引理2可得 E1∩E( )2
+⊂K+。此外,因为E1∩E2⊂K,则 K+⊂ E1∩E( )2

+。故 E1∩E( )2
+=K+=

cl E+
1 +E+( )2 。 证毕

注3 若定理5中E1 不是关于K 的改进集,则结论不一定成立。

例4 令E1= x1,x( )2 x1-x2≤0,0≤x1≤1,0≤x2≤{ }1 ,E2= x1,x( )2
1
x1-x2≤0

,x1>{ }0 ,K=R2+。显

然,E1 不是关于K 的改进集且E1,E2⊂K。此外,E+
1 =R2+∪ x1,x( )2 x1+x2≥0,x1≤0,x2≥{ }0 ,E+

2 =R2+,

E1∩E( )2
+ = x1,x( )2 x1+x2≥{ }0 。故 cl(E+

1 +E+
2 )= R2+ ∪ x1,x( )2 x1+x2≥0,x1≤0,x2≥{ }0 ≠

E1∩E( )2
+。

定理6 设 K⊂Y 是非空闭凸锥,E1⊂Y 是关于K 的改进集,E2⊂K 是关于K 的改进集。若 E1⊂

cl(cone(conv(E1+E2))),则 E1∪E( )2
+= E1+E( )2

+。

证明 先证左边包含于右边。若结论不成立,则存在x0∈ E1∪E( )2
+满足x0∉ E1+E( )2

+。由 E1+E( )2
+

是闭凸锥,并利用凸集分离定理可知存在λ∈Y**\0Y{ }** 使得

<λ,x0>><λ,a>,∀a∈ E1+E( )2
+。 (8)

在(8)式中令a=0可得

<λ,x0>>0。 (9)

易知<λ,a>≤0,∀a∈ E1+E( )2
+。若不然,则存在â∈ E1+E( )2

+使得<λ,â>>0。由(8)式及 E1+E( )2
+是锥导

致矛盾。因此<-λ,a>≥0,即

-λ∈ E1+E( )2
++。 (10)

此外,显然 E1∪E( )2
+⊂E+

1 ∩E+
2 。故由x0∈ E1∪E( )2

+可知x0∈E+
1 ∩E+

2 。因此x0∈ cone convE( )( )1
+∩

cone convE( )( )2
+。

再由引理1可得

x0∈ cone convE( )1 +cone convE( )( )2
+。 (11)

结合对偶锥的性质 cone convE( )1 +cone convE( )( )2
+⊂ E1+E( )2

+。故

E1+E( )2
++⊂ cone convE( )1 +cone convE( )( )2

++。

由(10)式可得-λ∈ cone convE( )1 +cone convE( )( )2
++。再由(11)式有<λ,x0>≤0,这与(9)式矛盾。
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下面证明右边包含于左边。若结论不成立,则存在x0∈ E1+E( )2
+,x0∉ E1∪E( )2

+。相似于前面的证明,

存在λ∈Y**\0Y{ }** 使得

<λ,x0>>0, (12)

且

-λ∈ E1∪E( )2
++。 (13)

由E2 是关于K 的改进集且E2⊂K 可得

clcone convE( )( )2 =K。 (14)
再由E1 是关于K 的改进集,可以证明

clcone convE( )( )1 +K=clcone convE( )( )1 。 (15)
事实上,只需要证明convE1+K=convE1。显然convE1⊂convE1+K。任取x0∈convE1+K,则存在有

限个不为零的λy∈[0,1]且 ∑
y∈E1

λy=1,k∈K 使得x=∑
y∈E1

λyy+k。那么x=∑
y∈E1

λyy+∑
y∈E1

λyky=∑
y∈E1

λy y+k( )y ,

其中ky∈K。由E1 是改进集可得y+ky ∈E1,故∑
y∈E1

λy y+k( )y ∈convE1,即convE1+K ⊂convE1。

进一步,由(13)~(15)式及引理4可得

-λ∈ E1∪E( )2
++=clconeconv E1∪E( )( )( )2 ⊂clconeconv clconeconvE( )( )1 ∪clconeconvE( )( )( )( )( )2 =

clcone clcone convE( )( )1 +clcone convE( )( )( )( )2 =clclcone convE( )( )1 +clcone convE( )( )( )2 =
clclcone convE( )( )1 +( )K =clcone convE( )( )1 。

故由条件可知

-λ∈clcone convE( )( )1 ∈clcone conv E1+E( )( )( )2 。 (16)

最后由x0∈ E1+E( )2
+= clcone conv E1+E( )( )( )( )2

+以及(16)式可得<λ,x0>≤0,这与(12)式矛盾。 证毕

注4 若E1,E2 是凸锥,则由引理4得E1+E2=conv(E1∪E2),故 E1+E( )2
+= conv E1∪E( )( )2

+=
E1∪E( )2

+。

然而,由定理6的证明可以看到:“⊂”关系实际上无需E1,E2 的锥性或凸性假设条件。
注5 若去掉定理6中的条件E1⊂clcone conv E1+E( )( )( )2 ,则定理6的结论可能不成立。
例5 令E1= x1,x( )2 x1≥-1,x2≥{ }1 ,E2= x1,x( )2 x2+x1≥1,x1≥0,x2≥{ }0 ,K= x1,x( )2 x1≥0,x2≥{ }0 。

则cl cone conv E1+E( )( )( )2 = x1,x( )2 x2+2x1≥0,x2≥{ }0 。显然,E1⊄cl cone conv E1+E( )( )( )2 。此

外,E1∪E( )2
+ = x1,x( )2 x2-x1≥0,x1≥0,x2≥{ }0 ,E1+E( )2

+ = x1,x( )2 2x2-x1≥0,x1≥0,x2≥{ }0 。

因此 E1+E( )2
+≠ E1∪E( )2

+。

定理7 设K⊂Y 是非空闭凸锥。若E1⊂K 和E2⊂K 是关于K 的改进集,则 E1∪E( )2
+= E1+E( )2

+。

证明 由定理6及注4,只需证明 E1+E( )2
+⊂ E1∪E( )2

+。由E1,E2 是关于K 的改进集得

E1+E2= E1+( )K + E2+( )K =E1+E2+K
由文献[6]中命题2.6(a)可得 E1+E( )2

+= cone conv E1+E( )( )( )2
+⊂K+。由E1⊂K,E2⊂K 得E1∪

E2⊂K,故K+⊂ E1∪E( )2
+。故 E1+E( )2

+⊂ E1∪E( )2
+。 证毕

注6 若去掉定理7中的条件E1⊂K,则定理7的结论不一定成立。

例6 若E1,E2,K 取为例5中的集合,显然,E1⊄K。由例5可知,定理7的结论不成立。
例7 令

E1= x1,x( )2 x2+x1≥0,x2≥{ }0\ 0,( ){ }0 ,

E2= x1,x( )2 x1≥0,x2≥{ }0\ 0,( ){ }0 ,

K= x1,x( )2 x1≥0,x2≥{ }0 。
显然,E1⊄K,E2⊂K 是关于K 的改进集。此外

E1∪E( )2
+= x1,x( )2 x2-x1≥0,x1≥0,x2≥{ }0 ,E1+E( )2

+= x1,x( )2 x2-x1≥0,x1≥0,x2≥{ }0 ,

故 E1∪E( )2
+= E1+E( )2

+,即定理7的结论成立。
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DualCharacterizationsofImprovementSetinVectorOptimization

XIAYuanmei,ZHANGWanli,ZHAOKequan
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Abstract:Inthispaper,basedontheclassicdualcharacterizationsofconvexcone,somedualcharacterizationsofimprovementset

arestudiedbymeansofsometoolsincludingasseparationtheoremforconvexsetsandrecessionconeandsoon.Thedualconeof

thesumforimprovementsetandconvexconeisequaltotheintersectionofthedualconeforimprovemetsetandconvexcone,the

dualconeoftherecessionconeforimprovementsetisequaltothedualconeofconvexconeandimprovementset,thedualconeof

thesumfortwoimprovementsetsisequaltotheintersectionofthedualconefortheseimprevementsets,thedualconeoftheinter-

sectionofimprovementsetandconvexconeisequaltotheclosureofthesumforthedualconeofimprovementsetandconvexcone,

thedualconeoftheintersectionoftwoimprovementsetsisequaltotheclosureofthesumforthedualconeoftheseimprovement

sets,andthedualconeoftheunionoftwoimprovementsetsisequaltothedualconeofthesumfortheseimprovementsetsareob-

tained.Moreover,someexamplesaregiventoillustratethemainresults.

Keywords:vectoroptimization;improvementset;dualcharacterization;separationtheoremforconvexsets
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