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四阶非线性波方程整体解的存在唯一性
*

喻 朝 阳

(西昌学院 工程技术学院,四川 西昌615013)

摘要:梁和板振动是重要的物理现象,在数学上通常用四阶非线性波动方程来研究,所以探讨四阶波动方程具有重要的理

论价值和实际意义。方程解的存在唯一性是研究方程解的性态和分析解的性质的前提和基础。本文研究了四阶非线性

弱阻尼波动方程utt+αut+Δ2u=f(t,x,u,Ñu)的整体解的存在唯一性。利用了空间序列技巧和能量估计方法,验证了当

非线性项f(t,x,u,Ñu)满足一定条件时,方程存在整体解;并证明了四阶非线性弱阻尼波动方程整体解的唯一性。本文

主要扩展了非线性项,在已有文献中的非线性项为 u p-1u 或者为f(u),不含有导数,而本文研究的非线性项为

f(t,x,u,Ñu),所以适用范围更加广泛。

关键词:四阶非线性波动方程;弱阻尼;整体解

中图分类号:O175.29 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2014)05-0095-05

本文研究了如下四阶非线性弱阻尼波动方程的整体解

utt+αut+Δ2u=f(t,x,u,Ñu),(x,t)∈Ω×R+ (1)

u(x,0)=φ(x),ut(x,0)=ψ(x),x∈Ω (2)

u|∂Ω=Δu|∂Ω=0,t>0 (3)
其中α>0,Ω 是Rn 中的有界集,边界为∂Ω。

方程(1)是一类梁振动方程[1],在不具有耗散项的情况下Levandosky[1]研究了方程utt+Δ2u+u=|u|p-1u
对应的线性方程的Lp-Lq 估计和时空估计,并利用这些估计研究了方程utt+Δ2u+u+Aut=|u|p-1u 的

Cauchy问题局部解的存在性及渐进性质和低能量散射理论。陈勇明、杨晗等在文献[2-3]中利用位势井理论研

究了方程utt+Δ2u+u=|u|p-1u整体解的存在性、唯一性及光滑性,构造不稳定集证明了解在有限时刻发生爆

破;在文献[4]中研究了具耗散项的非线性四阶波动方程utt+Δ2u+u+Dut=|u|p-1u初边值问题的爆破性质。
张艳丽、张珏在文献[5]中利用整体迭代法证明了一类半线性四阶波动方程Cauchy问题utt+Δ2u+u=f(u)整
体经典解的存在性。卞春雨在文献[6]中讨论了当n≥4时,一类弱阻尼非线性四阶波动方程的初边值问题utt+
Δ2u+u+Dut=f(u)的弱解存在唯一性的条件。高阶非线性波动方程已有一些研究结果[7-12],但是关于形如式

(1)~(3)的方程的整体解还没有相关结果。方程解的存在唯一性是研究解性质和特征的前提和基础,所以一些

方程的存在唯一性得到文献[13]~[17]的研究。本文利用马天在文献[18]中提出的空间序列方法探讨了方程

(1)~(3)初边值问题的整体解存在唯一的条件。
本文的安排如下:第一部分给出预备知识,定义了弱解,并给出了一个抽象定理;第二部分是主要结论,证明

了整体解的存在唯一性。
文中C表示可变的常数,‖·‖表示L2(Ω)范数。

1预备知识

引入两个空间序列
X⊂H2⊂X2⊂X1⊂H
X2⊂H1⊂{ H

,其中 H,H1,H2 是 Hilbert空间,X 是线性空间,X1,X2 是Ba-
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nach空间,且所有包含是稠密嵌入。假设

L:X→X1 是一一稠密的线性算子

<Lu,v>H=<u,v>H1,∀u,v∈{ X
(4)

算子L有特征向量序列 e{ }k 满足

Lek=λkek(k=1,2,…) (5)

使得{ek}⊂X 是H,H1,H2 的公共正交基。
考虑如下的波动方程

d2u
dt2+k

du
dt=G

(u),k≥0

u(0)=φ,ut(0)=

ì

î

í

ïï

ïï ψ

(6)

其中G:X2×R+→X*
1 是一个映射。

定义1 令(φ,ψ)∈X2×H1,称u∈W1,¥((0,T),H1)∩L¥((0,T),X2)为方程(6)的一个全局弱解,若对任

意v∈X1 有

(ut,v)H +k(u,v)H =∫
t

0
<Gu,v>dt+(ψ,v)H +k(φ,v)H。

令算子G=A+B:X2×R+→X*
1 。给出以下几个条件:

(A1)存在C1 泛函F:X2→R1 使得<Au,Lv>=<-DF(u),v>,∀u,v∈X;
(A2)泛函F:X2→R1 是强制的,即F(u)→¥⇔‖u‖X2→¥;

(A3)算子B 满足∫
t

0
<Bu,v>dt ≤C∫

t

0
[F(u)+‖ut‖2H1 +g(t)]dt+C1[F(u)+1]。

其中∀u∈C1([0,¥),X),u(0)=φ,g∈L1(0,T)。
引理2[18] 令G:X2×R+→X*

1 是弱连续的,(φ,ψ)∈X2×H1。那么

1)若G=A+B 满足(A1)~(A3),方程 (6)有整体弱解

u∈W1,p((0,T),H1)∩L¥((0,T),X2);

2)此外,若G=A+B 还满足

<Gu,v>≤CF(u)+12‖v‖
2
H+g(t) (7)

其中g(t)∈L1(0,T),那么u∈W2,2((0,T);H)。

2整体解的存在唯一性

首先给出整体解的存在性定理。

定理3 令(φ,ψ)∈H4(Ω)×H2(Ω)。若f(t,x,u,Ñu)是C1 的,且满足

f + Dtf ≤C u q+g1(x,t),
1≤q≤ n

n-8
,若n>8

1≤q≤¥,若n≤

ì

î

í
ïï

ïï 8
Dξf(t,x,ξ,η)+ Dηf(t,x,ξ,η)≤

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï C

(8)

其中,g1(x,t)∈L2((0,T);Ω)。那么,方程(1)~(3)存在整体解

u∈W1,¥((0,T),H2(Ω))∩L¥((0,T),H4(Ω))∩W2,2((0,T),L2(Ω))。
证明 取空间序列为

X={u∈C¥(Ω)|u|∂Ω=Δu|∂Ω=0},X1=L2(Ω),X2=X
在 H4 范数下完备化,H=L2(Ω),H1=X 在H4 范数下完备化,H2=X2,其中 H1 与 H2 的内积定义为

(u,v)H1 =∫Ω
ΔuΔvdx,(u,v)H2 =∫Ω

Δ2uΔ2vdx

线性算子L:X→X1 定义为Lu=Δ2u,显然L满足条件(4)和(5)。
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定义映射

G=A+B:X2×R+→X*
1 ,<Au,v>=-∫Ω

Δ2uvdx,<Bu,v>=-∫Ω
f(t,x,u,Ñu)vdx,

显然G=A+B:X2×R+→X*
1 是弱连续的,并且

<Au,Lv>=-∫Ω
Δ2uΔ2vdx=<-DF(u),v>,

其中F(u)=12∫Ω
Δ2u 2dx,而F(u)→ ¥⇔ ‖u‖H4 → ¥,所以F(u)是强制的。

因此引理2中的条件A1)、A2)成立。
由条件(8)、Hölder不等式和Sobolev嵌入不等式可得

∫
t

0
<Bu,Lut>dt=∫

t

0∫Ω
f(t,x,u,Ñu)Δ2utdxdt=∫

t

0∫Ω
[(f(t,x,u,Ñu)Δ2u)t-ft(t,x,u,Ñu)Δ2u]dxdt ≤

∫Ω
|f(t,x,u,Ñu)||Δ2u|dx+∫Ω

|f(t,x,φ,Ñφ)||Δ2φ|dx+∫
t

0∫Ω
|ft(t,x,u,Ñu)||Δ2u|dxdt≤

1
2∫Ω

|f(t,x,u,Ñu)|dx+12∫Ω
|Δ2u|2dx+C+∫

t

0
[1
2∫Ω

|ft(t,x,u,Ñu)|2dx+12∫Ω
Δ
2

u|2dx]dt≤

C∫Ω
[|u|2q+(g1(x,t))2]dx+F(u)+C+∫

t

0
[C∫Ω

|u|2q+(g1(x,t))2dx+F(u)]dt≤

C[‖u‖2W4,2 +F(u)]+C+C∫
t

0
[‖u‖2W4,2 +g(t)+F(u)]dt≤CF(u)+C+C∫

t

0
[g(t)+F(u)]dt

其中,g(t)=∫Ω
g2
1(t,x)dx∈L1(0,T)。 因此引理2中的条件(A3)成立。

由引理2可得,方程(1)~(3)存在整体解u∈W1,¥((0,T),H2(Ω))∩L¥((0,T),H4(Ω))。
由条件(8)、Hölder不等式和Sobolev嵌入不等式可得

<Gu,v>=∫Ω
(Δ2u+f(t,x,u,Ñu))vdx≤∫Ω

|Δ2u+f(t,x,u,Ñu)||v|dx≤

1
2∫Ω

|Δ2u+f(t,x,u,Ñu)|2dx+12∫Ω
|v|2dx≤C∫Ω

[|Δ2u|2+|f(t,x,u,Ñu)|2]dx+12∫Ω
|v|2dx≤

C∫Ω
[|Δ2u|2+|u|2q+|g(t,x)|2]dx+12∫Ω

|v|2dx≤CF(u)+g1(t)+12 ‖v‖
2

其中g(t)=∫Ω
g2
1(t,x)dx∈L1(0,T)。即条件(7)成立。由引理2可知u∈W2,2((0,T),L2(Ω))。所以,方程

(1)~(3)存在整体解

u∈W1,¥((0,T),H2(Ω))∩L¥((0,T),H4(Ω))∩W2,2((0,T),L2(Ω))。 证毕

定理4 方程(1)~(3)的整体解唯一。
证明 假设u,v是方程(1)~(3)的整体解。

utt+αut+Δ2u=f(t,x,u,Ñu),

vtt+αvt+Δ2v=f(t,x,v,Ñv),
两式相减,令w=u-v,则有w(0)=0,wt(0)=0,故

wtt+αwt+Δ2w=f(t,x,u,Ñu)-f(t,x,v,Ñv)。
由微分中值定理,可得

wtt+αwt+Δ2w=Duf(t,x,θu+(1-θ)v,Ñu)+DÑuf(t,x,u,ϑÑu+(1-ϑ)Ñv)·Ñw
用wt 与上式在L2(Ω)中作内积,得

(wtt,wt)+α(wtwt)+(Δ2w,wt)=
(Duf(t,x,θu+(1-θ)v,Ñu),wt)+(DÑuf(t,x,u,ϑÑu+(1-ϑ)Ñv)·Ñw,wt)

根据条件(8)和Poicare不等式可得

1
2
d
dt‖wt‖2+α‖wt‖2+ddt‖Δw‖2≤C‖w‖‖wt‖+C‖Ñw‖‖wt‖≤
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C(‖w‖2+‖Ñw‖2+‖wt‖2)≤C(‖Δw‖2+‖wt‖2)

从而,d
dt
(‖wt‖2+‖Δw‖2)≤C(‖Δw‖2+‖wt‖2)。

由Gronwall不等式可以得到‖wt‖2+‖Δw‖2≤0,从而,w=0,即u=v。因此,方程(1)~(3)的整体解唯一。
证毕
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ExistenceandUniquenessofGlobalSolutionstotheNonlinearFourth-orderWaveEquations

YUZhaoyang
(SchoolofEngineeringScience,XichangCollege,XichangSichuan615013,China)

Abstract:Vibrationofbeamsandplatesisanimportantphysicalphenomenon,andthephysicalphenomenaarestudiedbyfourthor-
dernonlinearwaveequationsinmathematicsusually,soinvestigatingfourthorderwaveequationhasimportanttheoreticalvalueand

practicalsignificance.Existenceanduniquenessofsolutionsforequationsarepreliminaryandfoundationtostudythebehaviorand

propertyofsolutions.Existenceanduniquenessofglobalsolutionstothenonlinearfourth-orderwaveequationswithweakdamping

utt+αut+Δ2u=f(t,x,u,Ñu)arestudied.Byusingspatialsequencetechniquesandenergyestimatemethods,itisobtainedthee-

quationshavethesolutionsifthenonlineartermsf(t,x,u,Ñu)satisfysomeconditions,anduniquenessofglobalsolutionstothe

nonlinearfourth-orderwaveequationswithweakdampingisproved.Thispaperextendsthenonlinearterms.Intheliterature,the

nonlineartermsare u p-1uorf(u),anddoesnotcontainderivatives,whilethenonlineartermsofthispaperaref(t,x,u,Ñu)

thereforetheconcludeshaveabroaderscope.

Keywords:nonlinearfourth-orderwaveequations;weakdamping;globalsolutions
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