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带退化效应和不可用区间的并行批处理机问题*
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摘要:本文研究的是一类带有不可用区间和线性退化效应的单机无界并行批处理机排序问题。工件开始加工时间的线性

递增函数看成其实际的加工时间。批工件中加工时间的最大者为这批的加工时间,同批工件同时开始加工,且批一旦开

始加工就不可中断,同批中工件的完工时间都相同并为这批的完工时间。本文通过对最优解性质的分析,分别给出了求

解极小化最大费用和极小化总费用的拟多项式时间算法。特别当k固定、目标函数为误工工件数时,该问题为多项式时

间可解的,并用数值例子验证了算法的有效性。
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最早研究并行批处理机问题的是Lee等[1]人,他们对目标函数为最大延误和误工数的排序问题都给出了有

效的动态规划算法。Brucker等人[2]将并行批处理机问题分为两种模型:1)无界模型—批处理机的容量B 无限,
即B≥n;2)有界模型—批处理机的容量B 有限,即B<n。对于并行批处理机为单机无界模型,且目标函数为最

大完工时间时,Lu和Yuan[3]研究的是工件大小不同且带有交货期的排序问题,分别给出了相应的最优算法;Lee
和Uzsoy[4]对工件动态到达时进行了研究,目标函数为最大完工时间的排序问题,给出了多项式动态规划算法。

对于并行批处理机工作过程中出现维修、保养等现象,并使并行批处理机带有不可用区间,从而影响工件的

加工过程的问题,当目标函数为最大完工时间时,Lee[5]给出了最优算法。对于单机情况,当中断可恢复时,是多

项式时间可解的;中断不可恢复时,是NP-难的。对于单机并行批排序问题,当处理机带有k个不可用区间的,
Yuan等人[6]证明了批处理机容量无限且工件带有释放时间时,目标函数为最大完工时间问题在多项式时间内

可解。对于处理机带有不可用区间、工件可拒绝的单机排序问题,张敏娇等人[7]研究了极小化被加工工件的总

完工时间与被拒绝工件的总惩罚和,利用削减状态空间方法得到了一个全多项式时间近似方案(FPTAS)。
在经典的排序理论中,工件的加工时间往往是一个常数,然而在很多实际问题中,工件带有退化效应。对于

工件带有退化效应的模型且同时并行批处理机的容量无限时,Li等人[8]研究了工件带有释放时间、目标函数为

最大完工时间的排序问题;Qi等人[9]研究了目标函数分别为最大费用、误工工件数与总加权完工时间的排序问

题;这一类问题都是多项式可解的。Ji等人[10]研究的处理机带有不可用区间(不可恢复),目标函数为最大完工

时间和总完工时间的问题都是NP-难的;对于总完工时间问题,他们给出的是启发式算法。Jafari和 Moslehi[11]

研究的是工件带有退化效应的单机排序问题,证明了误工工件数问题是NP-难的。
在工业的生产过程中,常常有带有退化效应的工件,以及带有不可用区间的并行批处理机同时出现的情况。

对于带有k个不可用区间的排序问题,Yuan等人[6]证明了批处理机容量无限且工件带有释放时间时,目标函数

为最大完工时间问题是多项式时间内可解的。沈晓飞等人[12]研究了带有线性退化效应和不可用区间的单机无

界并行批处理机排序问题,给出了求解最大完工时间的的多项式时间算法。在沈晓飞等人[12]研究的基础上,本
文讨论了目标函数分别为最大费用及总费用的单机排序问题。本文第1节给出了问题描述;第2节给出了基本

定义;第3节给出了最优解性质以及拟多项式时间的算法,并用数值例子对算法进行了验证。

1问题描述

本文考虑工件集J={J1,J2,…,Jn},n个相互独立的且无优先约束的工件在一台并行批处理机上加工。工
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件Jj 的释放时间都相同,工期dj≥0,权wj≥0。工件Jj 的基本加工时间为aj≥0,那么实际加工时间为pj=
aj+bt,其中,t为其开始加工时间,b>0表示工件的退化率。

处理机有k个不可用区间:[h1,1,h1,2),[h2,1,h2,2),…,[hk,1,hk,2),当1≤q≤k时,hq,1<hq,2,hq,2<hq+1,1,
(h0,2=0,hk+1,1=¥)。因此,工件只能在形成的k+1个可用的区间段[h0,2,h1,1),[h1,2,h2,1),…,[hk-1,2,hk,1),
[hk,2,hk+1,1)内加工。设所有工件J1,J2,…,Jn 被分成m 个批的形式进行加工,即B1,…,Bm。在并行批处理机

中,定义批中工件加工时间的最大者等于这一批的加工时间,同一批中的工件同时开始加工且同时完工,批的完

工时间等于批中最后一个工件的完工时间。记批Bl 的开始加工时间等于sl,批Bl 的基本加工时间等于

a(l)=max{aj|Jj∈Bl}
,那么批Bl 的加工时间和完工时间记为p(l)和C(l),即p(l)=max{aj+bsl|Jj∈Bl}=max{aj|Jj∈

Bl}+bsl=a(l)+bsl,C(l)=sl+p(l)=sl+a(l)+bsl=a(l)+(1+b)sl。也就是批Bl 中工件Jj 的完工时间为

Cj=sl+a(l)+bsl=a(l)+(1+b)sl。 (1)
本文研究的排序问题中批处理机可以同时加工无穷多个工件,即批处理机容量为无限。为表示方便,将并

行批处理机记为p-batch,不可用区间记为FB。本文研究的目标函数为极小化正则目标函数,即极小化最大费

用fmax和极小化总费用∑fj,用三参数表示法记为

1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax,1|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑fj,

其中,p-batch 为并行批处理机,FB 为不可用区间。

2基本定义

以下为了叙述方便,给出下面的定义和引理。
定义1 对于每个正则目标函数,称满足下面两个条件的排序π=(BS;ST)为可行排序,其中BS=(B1,B2,

…,Bm)为批序列,对应的开始加工时间序列为ST=(s1,s2,…,sm)。

1)批的开始加工时间不小于前一批的完工时间,即对于1≤l≤m-1,sl+1≥a(l)+(1+b)sl;

2)任一批一定在某一可用时间段内加工完,即对于批Bl(1≤l≤m-1),存在i(1≤i≤k+1),使得sl∈
[hi-1,2,hi,1),且sl+p(l)∈[hi-1,2,hi,1),其中h0,2=0,hk+1,1=¥。

定义2 在最优排序π=(BS;ST)中,称批序列BS为最优批序列。
为了说明批Bl 的开始加工时间,也就是对于前一批Bl-1的完工时间t,其中t为非负正整数,设i(1≤i≤k)

是满足t∈[hi-1,2,hi,1)的最小整数,若a(l)+(1+b)t≤hi,1,那么批Bl 的开始加工时间等于t。否则,找最小hq,2,
使其满足a(l)+(b+1)hq,2≤hq+1,1,此时批Bl 的开始加工时间等于hq,2。综上,笔者给出如下定义。

定义3 称满足

S(t,a(l))=
t,如果a(l)+(1+b)t≤hi,1

min{hq,2:a(l)+(1+b)hq,2≤hq+1,1},{ 否则
(2)

的S(t,a(l))为不可能在t之前开始加工的批Bl 的可能开始加工时间。
因为不可用区间有k段,故S(t,a(l))可以在O(k)时间内得到。由于批Bl 不能在C(l-1)之前开始加工,

令s0=0,a(0)=0,则Bl 的开始加工时间sl 可以由以下公式计算得出

sl=S(a(l-1)+(1+b)sl-1,a(l))。 (3)
引理1 对于每个正则目标函数,一定存在一最优批序列BS=(B1,B2,…,Bm),对于任意两批Bl 和Bk,当

l<k时,有下式

max{ai:Ji∈Bl}<min{aj:Jj∈Bk}。 (4)
证明 假设BS=(B1,B2,…,Bm)为最优批序列,对应的批的开始加工时间序列为ST=(s1,s2,…,sm),π=

(BS;ST)是一个最优排序。设在BS中存在两个批Bl和Bk(l<k),有max{ai:Ji∈Bl}≥min{aj:Jj∈Bk},即存

在Jh∈Bk,且ah≤max{ai:Ji∈Bl}。将Jh 移入批Bl 中,得到新的批序列BS,其中Bk=Bk\{Jh},Bl=Bl∪{Jh}

(若Bk={Jh},则Bk=∅)。记BS对应批开始加工时间序列为ST(sl=sl,sk=sk),得到新排序π=(BS;ST)。因

为ah≤max{ai:Ji∈Bl},所以p(l)=p(l),p(k)≤p(k),其余批不变,因此π也是一个可行排序。对于新的可行排序

π,由于各批的完工时间没有增加,所以排序π也是原问题的最优排序。重复上述过程,只要经过有限次调换,可
得结论成立。 证毕
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从引理1的证明可知,经过调换之后,仍然是最优排序,即任意一个最优排序都可以经有限次调换,使得对

于任意两批Bl 和Bk,当l<k时,有max{ai:Ji∈Bl}<min{aj:Jj∈Bk}。设批内工件都是按基本加工时间非减

的顺序排列的。因此称满足引理1的批序列为批-SBPT(Shortestbasicprocessingtimefirst,最短基本加工时间

优先)序的。
引理2 对于每个正则目标函数,一定存在一个最优排序是批-SBPT序的。
由引理1和引理2,假设工件按基本加工时间非减顺序重新排列,即a1≤a2≤…≤an,那么批-SBPT序可写

成(B1,B2,…,Bm),其中每一批Bl(1≤l≤m)为以下形式

Bl={Jil
,Jil+1

,…,Ji(l+1)-1
},(1=i1<i2<…<i(m+1)=n+1)。

也就是在最优批序列中,每批中的工件,一定是下标连续的。因为在并行批处理机中,批中工件加工时间的最大

者等于这一批的加工时间,所以每一批的加工时间由这一批中有最大基本加工时间的工件决定。

引理3 对于批-SBPT序列(B1,B2,…Bm),记D=∑1≤j≤n
(1+b)n-jaj+(1+b)nhk,2 ,则每个工件的完工

时间都不超过D。
证明 最坏的情况是:每批工件不能在任意可加工区间段内加工完,那么第一批工件只能在hk,2时刻开始加

工。而并行批处理机的加工特点是每一批中工件加工时间中最大者等于这一批的加工时间,所以对于工件集J
中的工件,不分批加工时间最长。此时Jj 的完工时间计算如下

C(1)=a(1)+(1+b)hk,2,

C(2)=a(2)+(1+b)C(1)=a(2)+(1+b)a(1)+(1+b)2hk,2,

C(3)=a(3)+(1+b)C(2)=a(3)+(1+b)a(2)+(1+b)2a(1)+(1+b)3hk,2,
……

C(n)=a(n)+(1+b)C(n-1)=
a(n)+(1+b)a(n-1)+(1+b)2a(n-2)+…+(1+b)n-1a(1)+(1+b)nhk,2=

an +(1+b)an-1+(1+b)2an-2+…+(1+b)n-1a1+(1+b)nhk,2=

∑1≤j≤n
(1+b)n-jaj+(1+b)nhk,2。

记D=∑1≤j≤n
(1+b)n-jaj+(1+b)nhk,2 ,则每个工件的完工时间都不超过D。 证毕

3问题的算法

3.11|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax

在这一部分,首先讨论问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax的判定问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax≤Y,
即对于给定的Y 值,是否存在可行排序π,使得fmax(π)≤Y 成立。

根据引理3,对于任意排序π,每个工件的完工时间都不超过D,因此,若令Δ=max1≤j≤nfj(D),则判定问题

中的最小整数Y 可通过二维搜索方法在[0,Δ]内找到。
对于任意整数Y∈[0,Δ],如果判定问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax≤Y 在Ο(F(n,k))时间内可解,那

么原问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax就可在Ο(F(n,k)logΔ)时间内解出。
定义dj=max{Cj;fj(Cj)≤Y,1≤j≤n},则Lj=Cj-dj≤0,即Lmax≤0。当Cj∈[0,D]时,dj 可通过二维搜

索方法在Ο(logD)时间内找到。即,对于给定的Y 值,用Ο(nlogD)时间就可以确定所有的dj(1≤j≤n)值。
由以上讨论得以下定理。
定理1 判定问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax≤Y 可以在Ο(nlogD)时间内归约到问题1|p-batch,FB,

pj=aj+bt|Lmax≤0。
以下讨论问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|Lmax≤0。
对于给定的j,1≤j≤n,ξj={J1,J2,…,Jj}中的工件在处理机上加工。对于ξj 中工件,如果排序π满足

Lmax≤0,那么称π为ξj-可行排序。设

F(j)=min{Cj(π):其中π是ξj-可行排序}。
对于ξj 中工件,若排序π不满足Lmax≤0,则没有ξj-可行排序,此时令F(j)=¥。如果ξj-可行排序中,最后一批

工件为{Ji+1,…,Jj},开始加工时间为S(F(i),aj),那么
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F(j)=S(F(i),aj)+aj+bS(F(i),aj)=aj+(1+b)S(F(i),aj)。
由以上讨论,有以下动态规划算法。
算法DP1
边界条件:F(0)=0。
递归函数:F(j)=aj+(1+b)min{S(F(i),aj)+δ(i,j):0≤i≤j-1},其中

δ(i,j)=
0,aj+(1+b)S(F(i),aj)≤dl:i+1≤l≤j
¥,{ 否则

。

由(2)式,当1≤q≤k时,开始加工时间函数

S(F(i),aj)=
F(i),aj+(1+b)F(i)≤hl,1

min{hq,2:aj+(1+b)hq,2≤hq+1,1},{ 否则
。

这里l(1≤l≤k)是满足F(i)∈[hl-1,2,hl,1)的最小整数。
目标函数的最优值:max{F(j):1≤j≤n}
问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|Lmax≤0有解当且仅当F(n)<¥。因此,对于上述动态规划算法DP1,有以

下定理。
定理2 用上述动态规划算法DP1求解问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|Lmax≤0的时间复杂性为Ο(n3k)。
由定理1和定理2,有以下定理。
定理3 问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax在Ο(n(nk+logD)logΔ)时间内可解。
证明 对于Y∈[0,Δ],由定理1,判定问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax≤Y 可在时间Ο(nlogD)内归约

到问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|Lmax≤0;由定理2可知,1|p-batch,FB,pj=aj+bt|Lmax≤0可以在Ο(n3k)时
间内解出,所以1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax≤Y 可以在 Ο(n(n2k+logD))时间内解出。综上,原问

题1|p-batch,FB,pj=aj+bt|fmax在Ο(n(n2k+logD)logΔ)时间内可解。 证毕

3.21|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑fj

在本节中,讨论目标函数为一般求和形式的问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑fj。

设N=max{fj ∑1≤j≤n
(1+b)n-jaj+(1+b)nhk,( )2 :1≤j≤n},一定存在批-SBPT序的排序π,满足

fj(Cj(π))≤N。在最优批序列中,每批中的工件一定是下标连续的,因此在最优批-SBPT序中,若批Bl 包含工

件Ji 和Jj(i<j),则Bl 一定包含工件Ji,Ji+1,Ji+2,…,Jj,下面推导求解这个问题的动态规划算法。
设 H(z,j)表示批-SBPT序中工件Jj 的最小完工时间,此时问题的目标函数值恰好为z。若不存在目标函

数值恰好为z的批-SBPT排序,则定义 H(z,j)=¥。最后一批工件集为:Ω={Ji,Ji+1,…,Jj},1≤i≤j,由于

a1≤…≤aj,所以Ω 的基本加工时间为aj。因此,∑fj=∑i≤l≤jfl(H(z,j)),前i-1个工件排好之后的目标

函数值为z* =z-∑i≤l≤jfl(H(z,j)),那么,工件Jj 的完工时间计算如下

H(z,j)=aj+(1+b)S(H(z*,i-1),aj),

其中z* +∑i≤l≤jfl(aj+(1+b)S(H(z*,i-1),aj))=z。

由以上讨论,有以下动态规划算法。
算法DP2
边界条件:H(0,0)=0,H(z,0)=¥,z>0。
递归函数:H(z,j)=aj+(1+b)min

1≤i≤j
min

z*∈σ
S(H(z*,i-1),aj),其中

σ={z*:z* +∑i≤l≤jfl(aj+(1+b)S(H(z* ,i-1),aj))=z},

S(H(z*,i-1),aj)=
H(z*,i-1),如果aj+(1+b)H(z*,i-1)≤hl,1

min{hq,2:aj+(1+b)hq,2≤hq+1,1},{ 否则
。

这里l(1≤l≤k)是满足 H(z*,i-1)∈[hl-1,2,hl,1)的最小整数。
目标函数最优值:min{z∈[0,nN]:H(z,n)<¥}。
针对上述动态规划算法DP2,有以下定理。
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定理4 用上述动 态 规 划 算 法 DP2求 解 问 题1|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑fj 的 时 间 复 杂 性 为

Ο(n4kN2)。
证明 首先z∈[0,nN],动态规划算法DP2有n2N 个状态。处理机带有k个不可用区间,批的开始加工时

间S(t,a(l))可以在Ο(k)时间内计算出,每一次递推中的z*至多nN 种选择,对于每一个z*,需要运行Ο(nk)次
判断是否有z*∈σ。因此,每一次递推需要运行Ο(n2kN)时间,所有的 H(z,j)可以在Ο(n4kN2)时间内解出。

证毕

当k固定,目标函数为∑Uj,N=1时,有以下定理。

定理5 当处理机的不可用区间个数固定时,排序问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑Uj 在多项式时间内

可解。

当目标函数为∑wjUj 时,N=maxwj。因此有以下定理。

定理6 排序问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑wjUj 在拟多项式时间内可解。

以下给出问题1|p-batch,FB,pj=aj+bt ∑Uj 的一个例子。

例 a1=1,a2=2,a3=3,a4=8,b=1,d1=1,d2=7,d3=10,d4=20。[h1,1,h1,2)=[2,3);[h2,1,h2,2)=[20,

22);b=1。计算过程如下。
初始条件:H(0,0)=0,H(t,0)=¥。

t=0时,j=1,H(0,1)=1;

       i=1,t*=0,S(H(0,0),a1)=S(0,1)=0,f1(1)=0。

j=2,H(0,2)=¥;

  i=1,t*=0,S(H(0,0),a2)=S(0,2)=0,f1(2)=1,f2(2)=0;

  i=2,t*=0,S(H(0,1),a2)=S(1,2)=3,f2(8)=1。

j=3,H(0,3)=¥;

j=4,H(0,4)=¥。

t=1时,j=1,H(1,1)=¥;

j=2,H(1,2)=min{2,8}=2,B1={1,2};

  i=1,t*=0,S(H(0,0),a2)=S(0,2)=0,f1(2)=1,f2(2)=0;

  i=2,t*=0,S(H(0,1),a2)=S(1,2)=3,f2(8)=1。

j=3,H(1,3)=9,B1={1},B2={2,3}或者B1={1,2},B2={3};

j=4,H(1,4)=¥。

t=2时,j=1,H(2,1)=¥;

j=2,H(2,2)=¥;

j=3,H(2,3)=9,B1={1,2,3};

j=4,H(2,4)=14,B1={1},B2={2,3,4}或者B1={1,2},B2={3,4}。

t=3时,j=1,H(3,1)=¥;

j=2,H(3,2)=¥;

j=3,H(3,3)=¥;

j=4,H(3,4)=min{14,52},B1={1,2,3,4}。

t=4时,j=1,H(4,1)=¥;

j=2,H(4,2)=¥;

j=3,H(4,3)=¥;

j=4,H(4,4)=¥。
综上:min{t:H(t,n)<¥}=2。
最优解有两种:B1={1},B2={2,3,4},此时J2,J3 误工;B1={1,2},B2={3,4},此时J1,J3 误工。
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4结论

在生活生产过程中,会遇到很多并行批排序问题,研究这类问题具有广泛的应用价值和实际意义。本文将

处理机带有不可用区间与工件带有释放时间和退化效应模型pj=aj+bt结合起来,研究目标函数分别为极小化

最大费用和极小化总费用问题,这类并行批排序问题,是否有FPTAS,有待进一步研究讨论。
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Abstract:Inthispaper,weconsiderthesinglemachineunboundedparallel-batchschedulingproblemwithlineardeterioratingand
forbiddenintervals.Inthismodel,theactualprocessingtimeofajobisanincreasinglinearfunctionofitsstartingtime.Thepro-
cessingtimeofabatchisequaltothelargestprocessingtimeamongalljobsinthebatch.Jobsinthesamebatchstartprocessingand
finishsimultaneously,andonceprocessingofabatchisinitiated,itcannotbeinterrupted.Thecompletiontimeofalljobsinabatch
isequaltothecompletiontimeofthebatch.Inthispaper,weanalyzedpropertiesoftheoptimalsolution;twopseudo-polynomial
timeoptimalalgorithmsforminimizingthemaximumcostandminimizingthetotalcostaregiven,respectively.Especiallywhenkis
fixed,weprovethattheproblemforminimizingthenumberoftardyjobscanbesolvedinpolynomialtime,andshowtheefficiency
ofthealgorithmbyanumeralexample.
Keywords:parallel-batch;forbiddenintervals;deterioratingeffect;pseudo-polynomialalgorithm
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