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摘要:本文给出了(n,0)-内射模的推广Gorenstein(n,0)-内射模的定义并得出了Gorenstein(n,0)-内射模的一些同调性

质,并讨论了R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子时,Gorenstein(n,0)-内射模的等价条件及性质。给出了Goren-
stein(n,0)-内射维数的概念并讨论了某些短正合列下 Gorenstein(n,0)-内射维数的关系。最后介绍了每个模都是

Gorenstein(n,0)-内射的环的等价条件,以及自(n,0)-内射环能被Gorenstein(n,0)-内射、平坦和投射模刻划。

关键词:Gorenstein(n,0)-内射模;(n,0)-内射模;n-凝聚环;n-表现模;Noether环

中图分类号:O153.3 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2014)06-0050-04

1预备知识

文中所涉及的环都是带有单位元的其整体维数有限的结合环,模均指酉模。对n≥1,Hom(M,N)(Extn(M,N))
表示 HomR(M,N)(Extn

R(M,N))。
设R是环,M 是右R-模。M 称为FP-内射模[1-2](绝对纯模),若对所有的有限表现右R-模N,有Ext1(N,M)=

0。右R-模M 称为n-表现模[3],若存在正合列Fn→Fn-1→…→F0→M→0,其中Fi 是有限生成自由模。右R-模

M 称为(n,0)-内射模[4],若对任给的n-表现右R-模N,有Ext1(N,M)=0。显然(1,0)-内射模就是FP-内射模。
环R 称为右n-凝集环[4],若任给的n-表现右R-模是(n+1)-表现右R-模。作为内射模的推广,Enochs[5]给出了

Gorenstein内射模的概念。同理可定义Gorenstein投射模。Enochs[6]给出了Gorenstein平坦模的概念。作为

FP-内射模的推广,Gao给出了GorensteinFP-内射模的概念[7]。
本文给出了(n,0)-内射模的推广Gorenstein(n,0)-内射模的定义并得出了Gorenstein(n,0)-内射模的一些

同调性质,并讨论了R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子时,Gorenstein(n,0)-内射模的等价条件及性

质。且给出了Gorenstein(n,0)-内射维数的概念并讨论了某些短正合列下Gorenstein(n,0)-内射维数的关系。
最后介绍了每个模都是Gorenstein(n,0)-内射的环的等价条件,以及自(n,0)-内射环能被Gorenstein(n,0)-内
射、平坦和投射模刻划。

2概念与主要结论

定义1 右R-模M 称为Gorenstein(n,0)-内射模(简称G-(n,0)-内射),如果存在右R-模正合列…→E1→
E0→E0→E1→…,其中Ei 和Ei 都是(n,0)-内射模,且 M=Im(E0→E0),对任给的n-表现右R-模P,Hom(P,

-)保持该正合列正合。

注 1)(n,0)-内射模是 G-(n,0)-内射模。事实上,设右R-模 M 是(n,0)-内射,则有正合列…→0 →
0

M
I
→
M
M →

0
0→…,其中M 和0都是(n,0)-内射,且M=Im(M→M),对任给的n-表现右R-模P,Hom(P,-)

保持该正合列正合。故M 是G-(n,0)-内射模。

2)G-(n,0)-内射模类在直积(直和)下封闭。事实上,设(Mi)i∈I是G-(n,0)-内射模族,则有正合列…→Ei
1→

Ei
0→E0

i→E1
i→…,其中…,Ei

1,Ei
0,E0

i,E1
i,…都是(n,0)-内射模,且 Mi=Im(Ei

0→E0
i),对任给的n-表现右R-模
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P,Hom(P,-)保持该正合列正合。则导出正合列…→∏Ei
1→∏Ei

0→∏E0
i→∏E1

i→…,且∏Mi=Im(∏Ei
0→

∏E0
i),又因 Hom(P,∏Ei)≅∏Hom(P,Ei),故对任给的n-表现右R-模P,Hom(P,-)保持该正合列正合。则

∏Mi 是G-(n,0)-内射模。因对任给的n-表现右R-模P,有Hom(P,췍Ei)≅췍Hom(P,Ei),故췍Mi 也是G-(n,

0)-内射模。

3)若E=…→E1→E0→E0→E1→…是右R-模(n,0)-内射正合列,使得对任给的n-表现右R-模P,Hom(P,-)

保持该正合列正合。则E的所有核、像和余核都是G-(n,0)-内射。

4)当n=1时,G-(1,0)-内射模就是G-FP-内射模。

5)设右R-模M 是G-(n,0)-内射,则对所有的n-表现右R-模P,有Ext1(P,M)=0。事实上,因M 是G-(n,

0)-内射,则有正合列…→E1
f
→
0
E0

f
→
0

E0 f
→
1

E1→…,其中Ei 和Ei 都是(n,0)-内射模,且 M=Im(E0→E0),

对任给的n-表现右R-模P,Hom(P,-)保持该正合列正合。设L1=Imf1,则有正合列0→M→E0 f
→
1

L1→0。
对任给的n-表现右R-模P,函子 Hom(P,-)作用其上,导出正合列

Hom(P,E0)
(f1)
→
*

Hom(P,L1)→Ext1(P,M)→Ext1(P,E0)=0。
任给α∈Hom(P,L1),则α∈Hom(P,E1),因α(x)∈Imf1=Kerf2,故(f2)*α(x)=f2α(x)=0,即α∈Ker
(f2)*=Im(f1)*。即存在g∈Hom(P,E0)使得(f1)*g=f1g=α。故 Hom(P,E0)→Hom(P,L1)是满同态。
则Ext1(P,M)=0。

定理1 设R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子,则右R-模M 是G-(n,0)-内射当且仅当存在右R-模
的(n,0)-内射正合列…→E1→E0→E0→E1→…,其中Ei 和Ei 都是(n,0)-内射模,使M=Im(E0→E0)。

证明 必要性显然成立。
反之,对n用归纳法。当n=1时,R 是凝聚环且(1,0)-内射是FP-内射,由文献[7]知结论成立。假设当n=

k时,结论成立。当n=k+1时,存在右R-模的(k+1,0)-内射正合列E=…→E1→E0→E0→E1→…,使 M=
Im(E0→E0)。因R 是Noether环,且R 是余生成子,则对任给的k-表现模L,存在f.g自由模F,使序列0→L→
F→N→0正合。则N 是(k+1)-表现模。设E 是任给的(k+1,0)-内射模,用函子 Hom(-,E)作用其上,导出

正合列0=Ext1(F,E)→Ext1(L,E)→Ext2(N,E)。因R 是右(k+1)-凝聚环,则由文献[8]知,Ext2(N,E)=0。
故Ext1(L,E)=0,即E 是 (k,0)-内射模。则正合列E=…→E1→E0→E0→E1→…是(k,0)-内射正合列。对任

给的(k+1)-表现右R-模P,有正合列0→K→F′→P→0,其中F′是f.g 自由模,K 是k-表现模。由假设知,

Hom(K,-)保持E=…→E1→E0→E0→E1→…的正合性。因此有短正合列复形

   ︙      ︙      ︙

↓ ↓ ↓
0→Hom(P,E1)→Hom(F′,E1)→Hom(K,E1)→0

↓ ↓ ↓
0→Hom(P,E0)→Hom(F′,E0)→Hom(K,E0)→0

↓ ↓ ↓
0→Hom(P,E0)→Hom(F′,E0)→Hom(K,E0)→0

↓      ↓    ↓
0→Hom(P,E1)→Hom(F′,E1)→Hom(K,E1)→0

↓      ↓    ↓
︙      ︙     ︙

0→Hom(P,E)→Hom(F′,E)→Hom(K,E)→0
由假设知Hom(F′,E)和Hom(K,E)是正合的,则由文献[9]知Hom(P,E)也是正合的。故M 是G-(k+1,

0)-内射。则M 是G-(n,0)-内射。 证毕

推论1 设R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子,M 是右R-模,则下列条件等价:1)M 是G-(n,0)-内
射模;2)存在右R-模正合列…→E1→E0→M→0,其中Ei 是(n,0)-内射模;3)存在短正合列0→K→E→M→0,
其中E 是(n,0)-内射模,K 是G-(n,0)-内射模。

15第6期                 蹇 红,等:Gorenstein(n,0)-内射模



证明 1)⇒2)和1)⇒3)由定义显然成立。

2)⇒1)设M 是满足条件2)的右R-模,设0→M→E0→E1→…是 M 的内射分解,则也是 M 的(n,0)-内射分

解,则有(n,0)-内射正合列…→E1→E0→E0→E1→…,且M=Im(M→M)。由定理1知,M 是G-(n,0)-内射模。

3)⇒2)设有短正合列0→K→E→M→0,其中E 是(n,0)-内射模,K 是G-(n,0)-内射模。因K 是G-(n,0)-
内射模,则有右R-模正合列…→E1→E0→K→0,其中Ei 是(n,0)-内射。由上述两正合列,可得正合列…→E1→
E0→E→M→0。 证毕

性质1 设R 是右n-凝聚环,K 是G-(n,0)-内射模,则对任给的n-表现右R-模P,有Exti(P,K)=0,i≥1。
证明 因K 是G-(n,0)-内射模,则有正合列…→E1→E0→E0→E1→…,其中Ei 和Ei 都是(n,0)-内射模,

且K=Im(E0→E0),对任给的n-表现右R-模P,Hom(P,-)保持该正合列正合。设L=Im(E0→E1),有正合列

0→K→E0→L→0,其中L也是G-(n,0)-内射模。对任给的n-表现右R-模P,函子 Hom(P,-)作用其上,导出

正合列Ext1(P,L)→Ext2(P,K)→Ext2(P,E0),因L 是G-(n,0)-内射,由注5)知,Ext1(P.L)=0。因R 是右

n-凝聚环,由文献[9]知,Ext2(P,E0)=0。故Ext2(P,K)=0。又有正合列0→H→F→P→0,其中F 是f.g自

由模,因R 是右n-凝聚环,则 H 也是n-表现模。函子 Hom(-,K)作用其上,导出正合列0=Ext2(H,K)→
Ext3(P,K)→Ext3(F,K)=0,故Ext3(P,K)=0。以此类推,对任给的i≥1,有Exti(P,K)=0。 证毕

推论2 设R 是右n-凝聚环,若0→M→E0→E1→…→En-1→N→0是右R-模正合列,其中Ei 是G-(n,0)-
内射模,则对所有的1≤i≤n-1和n-表现右R-模P,有Exti(P,N)≅Extn+i(P,M)。

   0  0
 ↓ ↓
 K =K
 ↓ ↓

0→E→D→E′→0
 ‖ ↓ ↓
0→E→M→N→0

↓ ↓
0  0

    图1

证明 设0→M→E0→E1→…→En-1→N→0是右R-模正合列,其中Ei 是G-(n,0)-内射模,对任给1≤i≤
n-1,令Li=Im(Ei-1→Ei),取N=Ln。对任给的n-表现右R-模P,函子 Hom(P,-)作用在正合列0→M→
E0→L1→0上,导出正合列Ext1(P,E0)→Ext1(P,L1)→Ext2(P,M)→Ext2(P,E0)。由性质1知,对任给的i≥
1,有Exti(P,K)=0。故Ext1(P,L1)≅Ext2(P,M)。则有Extn+i(P,M)≅Extn+i-1(P,L1)≅Extn+i-2(P,L2)≅
…≅Exti(P,N)。故对所有的1≤i≤n-1和n-表现右R-模P,有Exti(P,N)≅Extn+i(P.M)。 证毕

定义2 设R 是环,右R-模M 的G-(n,0)-内射维数定义为G-(n,0)-id(M)=inf{m|0→M→G0→…→Gm→
0,其中G0,…,Gm 都是G-(n,0)-内射}。

性质2 设R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子,0→M→E→N→0是右R-模正合列,其中E 是(n,

0)-内射,若M 是G-(n,0)-内射,则N 也是。且有G-(n,0)-id(M)≤G-(n,0)-id(N)+1。
证明 前一个结论由推论2可知。设G-(n,0)-id(N)=m<¥,由定义可知 N 有一G-(n,0)-内射分解0→

N→G0→…→Gm→0,因有正合列0→M→E→N→0,可导出正合列0→M→E→G0→…→Gm→0。E 是(n,0)-内
射,则是G-(n,0)-内射。故G-(n,0)-id(M)≤m+1=G-(n,0)-id(N)+1。 证毕

性质3 设R 是右n-凝聚 Noether环,且R 是余生成子,0→E→M→N→O 是右R-模正合列,其中E 是

(n,0)-内射,N 是G-(n,0)-内射,则M 也是G-(n,0)-内射。
证明 因N 是G-(n,0)-内射,则存在正合列0→K→E′→N→0,其中E′是(n,0)-内射,K 是G-(n,0)-内射。

考虑下列拉回图(图1)。
因0→E→D→E′→0是正合列,其中E 和E′是(n,0)-内射,则D 也是(n,0)-内射。由

性质2知,M 是G-(n,0)-内射。 证毕

性质4 设R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子,则下列条件等价:1)每个右

R-模是G-(n,0)-内射;2)环满足下列两个条件:a)每个投射右R-模是(n,0)-内射;b)每个

n-表现右R-模是投射。
证明 1)⇒2)。因每个右R-模是G-(n,0)-内射,则任给的投射模P 是G-(n,0)-内

射,则有右R-模正合列…→E1→E0→E0→E1→…,其中Ei 和Ei 都是(n,0)-内射模,且P
=Im(E0→E0),对任给的n-表现右R-模N,Hom(N,-)保持该正合列正合。因此有可裂

满同态E0→P→0,则P 同构于E0 的某一直和项,则P 是(n,0)-内射。对任给的n-表现右

R-模Q,由注5)可知,对任给的右R-模M,有Ext1(Q.M)=0。故Q 是投射模。

2)⇒1)。设M 是任给的右R-模,M 有投射分解…→E1→E0→M→0,其中Ei 是投射模,且是(n,0)-内射模。

M 又有内射分解0→M→E0→E1→…,其中Ei 是内射模,且是(n,0)-内射模。则有(n,0)-内射右R-模正合列
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…→E1→E0→E0→E1→…,其中M=Im(E0→E0),因任给的n-表现右R-模P 是投射模,则 Hom(P,-)保持该

正合列正合。故M 是G-(n,0)-内射。 证毕

定理2 设R 是右n-凝聚Noether环,且R 是余生成子,则下列条件等价:1)每个右R-模是G-(n,0)-内射;

2)R 是右自(n,0)-内射;3)每个投射右R-模是(n,0)-内射;4)每个G-投射右R-模是G-(n,0)-内射;5)每个投

射右R-模是G-(n,0)-内射;6)每个G-平坦右R-模是G-(n,0)-内射;7)每个平坦右R-模是G-(n,0)-内射。
证明 1)⇒3)。设M 是投射右R-模,则M 是G-(n,0)-内射,由推论1知,有可裂正合列0→N→E→M→0,

其中E 是(n,0)-内射,因此M 是(n,0)-内射。

3)⇒2)。因R 是投射右R-模,则R 是自(n,0)-内射。

2)⇒1)。设M 是任给的右R-模,则M 有投射分解…→F1→F0→M→0,因R 是自(n,0)-内射,则Fi 是(n,

0)-内射模。由推论1知,M 是G-(n,0)-内射。

1)⇒4)⇒5)和1)⇒6)⇒7)显然成立。

5)⇒3)。设M 是任给的投射右R-模,则M 是G-(n,0)-内射模,因此有可裂正合列0→N→E→M→0,其中

E 是(n,0)-内射模,故M 是(n,0)-内射模。

7)⇒3)。设M 是任给的投射右R-模,则M 是平坦的,则M 是G-(n,0)-内射模,因此有可裂正合列0→N→
E→M→0,其中E 是(n,0)-内射模,故M 是(n,0)-内射模。 证毕
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Abstract:Inthisarticle,Gorenstein(n,0)-injectiveR-modulesareintroducedandinvestigated.SomepropertiesofGorenstein(n,

0)-injectiveR-modulesareobtained.WeobtaintheequivalentconditionsofGorenstein(n,0)-injectiveR-moduleswhenRisrightn-
coherentNotherringandRiscogenerator.WeintroducetheconditionofGorenstein(n,0)-injectivedimensionanddiscussGoren-
stein(n,0)-injectivedimensionofsomeshortexactsequence.Intheend,weinvestigateringswhoseeverymoduleisGorenstein(n,

0)-injective.Andself-(n,0)-injectiveringsarecharacterizedintermsofGorenstein(n,0)-injective,flatandprojectmodules.
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