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矩阵Hadamard积最小特征值的新界值估计*

李 华,刘玉晓,刘常胜

(河南城建学院 数理学院,河南 平顶山467044)

摘要:设A和B 是非奇异M 矩阵,给出B和A-1的Hadamard积的最小特征值的新界值估计,设矩阵A=(aij)和B=(bij)

都为非奇异 M 矩阵,A-1=(βij),则有τ(B췍A-1)≥min
i≠j

1
2

{βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-

τ(B))]12}。估计式仅依赖矩阵的元素,易于计算。数值例子表明所得新估计式改进了现有的一些结果。
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先引入以下记号rli= |ali|
|all|-∑

k≠l,i
|alk|

,l≠i,ri=max
l≠i
{rli},i=1,2,…,n,sji=

|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|rk

|ajj|
,j≠

i,si=max
j≠i
{sji},i=1,2,…,n。Cn×n(Rn×n)表示n阶复(实)矩阵集,将所有非对角元素都为非正实数的n阶方阵

的集合记为Zn。设A=(aij)∈Zn,如果A=αI-P,其中P>0,α≥ρ(P),则称矩阵A 为M 矩阵。如果α>ρ(P),
称矩阵A为非奇异M 矩阵,非奇异M 矩阵的集合记为Mn。文献[1]指出,若A∈Mn,则存在一个正对角矩阵D
使得D-1AD 是行严格对角占优的M 矩阵。

设A=(aij)∈Zn,称τ(A)=min
i
{|λ|:λ∈σ(A)}为矩阵A 的最小特征值,其中σ(A)为矩阵A 的n 个特征值

λ1,λ2,…,λn 组成的谱集合。

对于n阶方阵A,如果存在置换矩阵P,使得PTAP=
B C
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

D
,其中B,D 分别是k,l阶方阵,k≥1,l≥1,则

称A是可约的,否则称A是不可约的。
设A∈Mn 且不可约,则存在正向量v使得vTA=τ(A)v,称向量v为A 的左Perron特征向量。
定义1[1] 设A=(aij)∈Cn×n,B=(bij)∈Cn×n,称矩阵A췍B=(cij)=(aijbij)为矩阵A与B 的Hadamard积。
由文献[1]知,如果A和B 都是M 矩阵,则B췍A-1也是M 矩阵。文献[2-9]对B췍A-1的最小特征值进行了一

系列估计。Horn和Johnson[2]给出了如下的经典结果:设A=(aij)∈Cn×n,B=(bij)∈Cn×n,A-1=(βij),则

τ(B췍A-1)≥τ(B)min
1≤i≤n

βii。2008年,黄荣[3]改进了上述结果:τ(B췍A-1)≥1-ρ
(JA)ρ(JB)

1+ρ2(JA)
min
1≤i≤n

bii

aii
,其中ρ(JA),

ρ(JB)分别为A和B 的Jacobi迭代矩阵的谱半径。2010年,李耀堂等[4]给出了一个新的结果:τ(B췍A-1)≥

min
1≤i≤n

bii-si∑
j≠i

|bji|

a{ }
ii

。2011年,崔润卿[5]改进了文献[4]的结果:τ(B췍A-1)≥min
1≤i≤n

bii-si(bii-τ(B))
a{ }

ii
。

2012年,陈付彬[6]又给出了一个结果:

τ(B췍A-1)≥ min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj - (βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj∑

k≠i
|bki|∑

k≠j
|bkj[ ]|{ }

1
2 。
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2主要结论

引理1[1] 设A,B∈Rn×n,D,E为两个正对角矩阵,则有

D(A췍B)E=(DAE)췍B=(DA)췍(BE)=(AE)췍(DB)=A췍(DBE)。
引理2[1] (Brauer卵形定理)设A=(aij)∈Cn×n,xi>0,i=1,2,…,n,则矩阵A 的所有特征值位于下列区

域的并集中:∪
i≠j

λ:|λ-aii||λ-ajj|≤ xi∑
n

k≠i

1
xk

|aki
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ø
÷| xj∑

n

k≠j

1
xk

ak
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è
ç

ö

ø
÷{ }j 。

引理3[4] 设A=(aij)是行严格对角占优的M 矩阵,A-1=(βij),则βji ≤
|aji|+∑

k≠j,i
|ajk|rk

ajj
βii,j≠i。

引理4[4] 设A=(aij)是行严格对角占优的M 矩阵,A-1=(βij),则βii≥1aii
。

本文在文献[2-6]的基础上继续研究B췍A-1的最小特征值的下界估计,所得新估计式在一定条件下改进了文

献[4-6]的结果。
定理1 设矩阵A=(aij)∈Mn,B=(bij)∈Mn,A-1=(βij),则有

τ(B췍A-1)≥min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 。

证明 当n=1时,显然成立。
假设n≥2,若矩阵B췍A-1不可约,则A和B 也不可约。由引理1知,存在正对角矩阵D,使得

D-1(B췍A-1)D=B췍D-1A-1D=B췍(D-1AD)-1,
即τ(B췍A-1)=τ(B췍D-1AD)。由文献[1]知,D-1AD 为行严格对角占优的M 矩阵,因此不失一般性,假设A为行

严格对角占优的M 矩阵。
由于A为行严格对角占优的M 矩阵,则0<rj<1。

记R′j =∑
k≠j

|ajk|rk,R′j =∑
k≠j

|ajk|rk≤|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|rk≤∑
k≠j

|ajk|=Rj。存在实数αji(0≤αji≤1)

使得|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|rk=αjiRj+(1-αji)R′j 。记αj=max
i≠j
{αji}(0<αj≤1),sj= max

j≠i

|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|rk

|ajj
{ }|

=

αjiRj+(1-αji)R′
ajj

。

由于B=(bij)∈Mn,则存在正向量v=(v1,v2,…,vn)T 使得vTB=τ(B)v,即
∑
j≠i

|bji|vj

vi
=bii-τ(B)。

设V=diag(v1,v2,…,vn),B=VBV-1,则B=

b11 v1
v2b12

… v1
vn
b1n
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v1b21 b22 … v2
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b2n

︙ ︙ ︙

vn
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,则B췍A-1为不可约的 M 矩阵,由

引理1知,B췍A-1=(VBV-1)췍A-1=V(B췍A-1)V-1,即τ(B췍A-1)=τ(B췍A-1)。设τ(B췍A-1)=λ,由引理2知,存

在一组实数i,j,i≠j使得|λ-βiibii||λ-βjjbjj|≤ si∑
n

k≠i

1
sk
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æ

è
ç

ö

ø
÷| sj∑

n

k≠j

1
sk

|βkjbkj
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ø
÷| 。即

|λ-βiibii||λ-βjjbjj|≤ si∑
n

k≠i

1
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由引理3知

si∑
n

k≠i

1
sk

βkibæ

è
ç

ö

ø
÷ki sj∑

n

k≠j

1
sk

βkjbk
æ

è
ç

ö

ø
÷j ≤
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|bki|β( )ii sj∑
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bkj β( )jj = si∑
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÷jj =sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj -τ(B))。

因此有

|λ-βiibii||λ-βjjbjj|≤sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B)),
则有

λ≥12βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }
1
2 。

即τ(B췍A-1)≥min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 。

若B췍A-1为可约矩阵,设D=(dij)为置换矩阵,其中d12=d23=…=dn-1,n=dn1=1,其余的dij=0,则对任

何正实数t,A-tD,B-tD 的所有主子式是正的,从而A+tD,B+tD 为非奇异不可约M 矩阵,用A+tD,B+tD
分别代替A,B,让t→0,由连续性则可得到上述同样的结果。 证毕

定理2 设矩阵A=(aij)∈Mn,B=(bij)∈Mn,A-1=(βij),则有

min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 ≥min

1≤i≤n

bii-si(bii-τ(B))
a{ }

ii
。

即定理1的结果要优于文献[5]的结果。
证明 不失一般性,当i≠j时,假设βiibii-siβii(bii-τ(B))≤βjjbjj-sjβjj(bjj-τ(B))。即sjβjj(bjj-τ(B))≤

siβii(bii-τ(B))+βjjbjj-βiibii。则有

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 ≥

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4siβii(bii-τ(B))(siβii(bii-τ(B))-βiibii+βjjbjj)]{ }

1
2 =

1
2βiibii+βjjbjj-[βjjbjj-βiibii+2siβii(bii-τ(B{ }))]=βiibii-siβii(bii-τ(B))≥bii-si(bii-τ(B))

aii
。

即

 min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 ≥min

1≤i≤n

bii-si(bii-τ(B))
a{ }

ii
。

证毕

注1 对矩阵B来说,由著名的盖尔圆盘定理知bii-τ(B)≤∑
k≠i

|bki|,bjj -τ(B)≤∑
k≠j

|bkj|,及

min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 ≥

min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj - (βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj∑

k≠i
|bki|∑

k≠j
|bkj[ ]|{ }

1
2

即定理1的结果要优于文献[6]的相应结果。

3数值例子

例 设矩阵A=
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,B=

1 -0.5 0 0
-0.5 0 -0.5 0
0 -0.5 1 -0.5
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0 0 -0.5 1

,显然A∈M4,B∈M4。由文

献[2]知,τ(B췍A-1)≥0.07;由文献[3]知,τ(B췍A-1)≥0.0707;由文献[4]知,τ(B췍A-1)≥0.08;由文献[5]知,

τ(B췍A-1)≥0.0989;由文献[6]知,τ(B췍A-1)≥0.1644;由定理1知

τ(B췍A-1)≥min
i≠j

1
2βiibii+βjjbjj-[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]{ }

1
2 =0.17。

65 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第31卷



实际上,τ(B췍A-1)=0.2148。
由此可知,定理1的结果在一定条件下要优于文献[2-6]中的相应结果。
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NewBoundontheMinimumEigenvalueoftheHadamardProductofMatrices

LIHua,LIUYuxiao,LIUChangsheng
(SchoolofMathematicalandPhysicalScience,HenanUniversityofUrbanConstruction,PingdingshanHenan467044,China)

Abstract:IfAandBarenonsingularM matrices.AnewboundontheminimumeigenvalueoftheHadamardproductforBandA-1

isgiven.LetA=(aij)andB=(bij)arenonsingularM matrices,A-1=(βij).Wehaveτ(B췍A-1)≥ min
i≠j

1
2
{βiibii+βjjbjj-

[(βiibii-βjjbjj)2+4sisjβiiβjj(bii-τ(B))(bjj-τ(B))]
1
2}.Theboundiseasiertocalculatesincetheyonlydependontheentriesof

matrices.Finally,thenumericalexampleshowsthattheboundimprovessomeestimatingresults.
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