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拟Eisenstein型数域中素数的分解*
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摘要:Eisenstein型数域在素理想的分解研究中有着十分重要的作用。若将Eisenstein型数域进行推广,就会得到在更广

泛的数域中素理想分解的信息。如果将代数整数ω的不可约多项式的条件减弱,就得到Eisenstein型数域的推广。本文

尝试推广Eisenstein型数域为拟Eisenstein型数域K=(E,p,k),并且探讨在这样推广的条件下素理想分解的相应结果。

利用Newton折线图,证明了在拟Eisenstein型数域(E,p,k)中素数p有e(P/p)=k的的素理想因子P,在k=n,n-1时,

通过计算代数整数的范数证明了p在K 中的分解满足Dedekind的引理,从而给出了素理想P 的具体形式。对于拟Eis-

enstein域(E,p,k)的判别式中p的个数利用赋值方法做了估计,证明了pk-1整除判别式d(K)。
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设f(x)=xn+an-1xn-1+…+a1x+a0,p为素数并且p|ai(0≤i≤n-1),p2 a0。由Eisenstein判别法可

知f(x)是Q[x]中不可约多项式,令ω是f(x)的一个根,则n次数域K=Q(ω)叫做对于p 的Eisenstein型数

域,简称(E,p)型数域。Eisenstein型数域在素理想分解的研究中有着十分重要的作用[1-2]。本文尝试对Eisen-
stein型数域进行推广,定义f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0∈Z[x],∃素数p,p an,an-1,…,ak,

p|ak-1,…,a0,p2 a0(1<k≤n),则称f(x)为拟Eisenstein多项式。关于Eisenstein判别法的推广以及与拟

Eisenstein多项式的联系,已有很多工作[3-5]。若f(x)为首项系数为1的不可约拟Eisenstein多项式,ω为f(x)
的一个根,则称n次数域K=Q(ω)为拟Eisenstein型数域,简记为(E,p,k)型数域。k=n时就是Eisenstein型

数域。

1素数p在(E,p,k)型数域中的分解

引理1[2] g(x)∈Z[x]不可约多项式,ω是g(x)的根,K=Q[ω],p是素数,

g(x)≡φ1(x)e1φ2(x)e2…φr(x)er(modp),

φi(x)是g(x)对于modp分解的不可约因子。若p |Ok/Z[ω]|,那么pOK=Pe11Pe2…Per,其中Pi=(p,φi(ω)),

并且f(Pi/p)=deg(φi(x))。

引理2[6] g(x),ω,K,p同引理1。对于 K 中p 的素理想因子P,商vP(ω)/e(P/p)等于g(x)关于p 的

Newton折线的一条边的斜率;反之,若λ∈Q是这样的Newton折线的一条边的斜率,则存在K 中p 的素理想因

子P,使得vP(ω)/e(P/p)=λ。

这里vP(ω)=e(P/(ω)),设g(x)=bnxn+…+b1x+b0∈Z[x],b0bn≠0,g(x)关于p 的Newton折线[7-8]是

平面点集S={(i,vp(bn-i))|0≤i≤n}的下凸包络线。这里的vp(bj)为ps|bj 的最大整数s。
定理1 设K=Q(ω)为(E,p,k)型数域,p在K 中有素理想因子P,e(P/p)=k。
证明 ω的极小多项式f(x)关于p的Newton折线图如图1所示。其中一条边的斜率为1/k,由引理2知,

存在L中p 的素理想因子P,使得vP(ω)/e(P/p)=1/k,由NK/Q(P)vP(ω)|NK/Q((ω)),NK/Q(P)=p,NK/Q((ω))=
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|a0|,a0中只含一个p,所以vP(ω)=1,e(P/p)=k。

图1 f(x)关于p的Newton折线图

定理1只表明(E,p,k)型数域中p有e(P/p)=k的素理想因子P,却没给出P 的具体形式。下面的定理证

明对于(E,p,n),(E,p,n-1)型数域可以得到P 的具体形式。

引理3[2,9] 设L/K 是数域的扩张,对于α∈L,定义映射φα:L→L,φα(β)=αβ,则φα 是K-向量空间L 中的

线性变换。如果Aα 是线性变换φα 对于向量空间L 的任意一组K-基的变换方阵,则NL/K(α)=|Aα|。

引理4 设K=Q(ω)为(E,p,k)型数域,则NK/Q ωn-k+an-1ωn-k-1+…+a( )k =(-1)(n-k)(n+2)an-k
0 。

证明 用引理3的方法计算NK/Q(ωn-k+an-1ωn-k-1+…+ak),设α=ωn-k+an-1ωn-k-1+…+ak,在K 的一

组Q基1,ω,…,ωn-1下φα 的矩阵为

Aα=
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NK/Q(ωn-k+an-1ωn-k-1+…+ak)=|Aα|,由Laplace定理[10],取定行列式的前n-k行

|Aα|= ∑
1≤j1<j2<…<jn-k≤n
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0 。

即NK/Q(ωn-k+an-1ωn-k-1+…+ak)=(-1)(n-k)(n+2)an-k
0 ,又由p|a0,并且p2 a0,NK/Q(ωn-k+an-1ωn-k-1+…

+ak)只含n-k个p。 证毕

引理5 设K=Q(ω)为(E,p,k)型数域,k=n,n-1,r0,r1,…,rn-1∈Z,若r0+r1ω+…+rn-1ωn-1≡0(mod

pOK),则对所有的i,ri≡0(modpZ)。
证明 当k=n-1时,在等式

r0+r1ω+…rn-1ωn-1≡0(modpOK) (1)

两边同乘以ωn-1+an-1ωn-2,左边除第一项外其他各项都是ωn+an-1ωn-1的倍数,又ωn+an-1ωn-1= -an-2ωn-2-
…-a0≡0(modpOK),故r0(ωn-1+an-1ωn-2)≡0(modpOK)。两边同时取范数,得rn

0NK/Q(ωn-1+an-1ωn-2)≡
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0(modpnZ)。

由引理4,NK/Q(ωn-1+an-1ωn-2)只有n-1个p,因此由上式得p|r0,因此(1)式成为

r1ω+…rn-1ωn-1≡0(modpOK)。 (2)

在(2)式两边同乘以ωn-2+an-1ωn-3,得r1(ωn-1+an-1ωn-2)≡0(modpOK)。取范数得p|r1。类似得依次乘ωn-3+

an-1ωn-4,…,ω+an-1,并且取范数得p|r2,…,p|rn-2。最后只剩下rn-1ωn-1≡0(modpOK),两边同时取范数,得

rn
n-1NK/Q(ω)n-1≡0(modpnZ)。

由NK/Q(ω)只有一个p,因此得p|rn-1。

类似地,k=n时,在(1)式两边依次乘以ωn-1,…,ω,并且取范数,得p|r0,…,p|rn-2。最后只剩下rn-1ωn-1≡
0(modpOK),取范数得p|rn-1。 证毕

定理2 设K=Q(ω)为(E,p,k)型数域,k=n,n-1时,p |OK/Z[ω]|。
证明 用反证法。假设p|OK/Z[ω],则OK/Z[ω]看作有限 Abel群存在p 阶元。即存在γ∈OK,γ∉

Z[ω],但是pγ∈Z[ω],则pγ=s0+s1ω+…+sn-1ωn-1,si∈Z。

由引理5知,si 都能被p整除,所以γ=s0+s1ω+
…+sn-1ωn-1

p ∈Z[ω],与γ∉Z[ω]矛盾。因此p |Ok/Z[ω]|。

证毕

由定理2和引理1可以得到以下熟知的结果。

推论1[1-2,11] 若K=Q(ω)为(E,p,n)型数域,则p在K 中完全分歧,即pOK=Pn,其中P=(p,ω)。
此外,对k=n-1的情形不难验证有下面结论。

推论2 若K=Q(ω)为(E,p,n-1)型数域,则pOK=Pn-1
1 P2,其中P1=(p,ω),P2=(p,ω+an-1)。

2(E,p,k)型数域判别式中p的个数估计

定理3 若K=Q(ω)为(E,p,k)型数域,则pk-1|d(K)。
证明 由定理1可设P 为p 的素理想因子,e=e(P|p)=k。设ω∈Ps-Ps+1,s≥1。以tn,tn-1…,t1,t0 分别

表示主理想(ωn),(an-1ωn-1),…,(a0)中出现的P 因子的个数,则tn=ns,tn-1=(n-1)s,…,tk=ks,tk-1=k+
(k-1)s>k,…,t1=k+s>k,t0=k,由于tn,tn-1,…,t1,t0 中的最小值至少在两个ti 处达到,这只可能是ks=k,s
=1,即(ω)=PQ,P Q。f′(ω)=nωn-1+(n-1)an-1ωn-2+…+2a2ω+a1,Pk|ai,1≤i<k。

f′(ω)≡nωn-1+(n-1)an-1ωn-2+…+kakωk=ωk-1(nωn-k+(n-1)an-1ωn-k-1+…+kak)(modPk)。

由Pk-1|(ω)k-1得Pk-1|(f′(ω)),NK/Q(P)=p得pk-1|NK/Q(f′(ω))=(-1)
n(n-1)
2 d(K)。 证毕
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OnTheDecompositionofRationalPrimeinthePseudo-EisensteinField

ZHOUYanbo,ANYing,LUOMing
(SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China)

Abstract:Eisensteinfieldsplayanimportantroleinthedecompositionofrationalprime.Oneofthemostimportantconclusionsays

that,Ifωisanalgebraicnumberanditsirreduciblepolynomialisp-Eisenstein,thenpiscompletelyramifiesinK=Q(ω).Onthe

otherhand,algebraicfieldssuchasQ n( )p areEisensteinfields.Inthestudyofpurecubicfields,inmanycasewewillfoundthe

problemcanbesolvedinEisensteinfields.IfwegeneralizedtheEisensteinfields,wewillgetmuchinformationofthedecomposition

ofprimeideals.ThemethodisloosetheconditionoftheEisensteinpolynomial,acquirepseudo-Eisensteinfields.Inthispaper,we

generalizetheEisensteinfieldanddiscussthedecompositionofrationalprimeinpseudo-Eisensteinfields.Wefindtherationalprime

phasafactoridealPwithe(P/p)=kbyNewtonpolygon.Whenk=n,n-1wecalculatethenormofsomealgebraicnumber.We

findtheprimenumberpsatisfiestheconditionofatheoremofDedekind.ThuswecandetermineformofidealP.Wealsodetermine

thenumberofpinthediscriminantofthepseudo-Eisensteinfield(E,p,k).Weprovepk-1dividesthediscriminantd(K).

Keywords:algebraicnumber;decompositionofprimeideal;discriminant
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