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关于Diophantine方程x3+1=13qy2的整数解*
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摘要:设D 是无平方因子的正整数,D =∏
s

i=1
pi(s≥2),pi≡1(mod6)(1≤i≤s)为奇素数。关于Diophantine方程x3

+1=Dy2 的初等解法至今仍未解决。主要利用同余式、平方剩余、Pell方程的解的性质、递归序列,证明了q≡7(mod12)

为奇素数,且 q( )13 =-1时,Diophantine方程x3+1=13qy2 当q=7时有整数解(4367,±30252),(-1,0);当q≠7时仅

有整数解(x,y)=(-1,0)。
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设Z表示全体整数的集合,方程

x3±1=Dy2(D>0,D 无平方因子,x,y∈Z) (1)
是一类重要的Diophantine方程,其整数解已有不少人研究过。柯召、孙琦[1]证明了当D>2,D 无平方因子且不

含3及6k+1型的素因子时,方程(1)无非平凡解。D 含素因子3时,杜先存等[2]给出了方程(1)无非平凡解的两

个充分条件。但当D 含6k+1型的素因子时,方程(1)的求解较为困难,尤其是D 含两个或两个以上6k+1型的

素因子时方程(1)的求解更为困难。当D 含一个6k+1型的素因子时,罗明[3]给出了方程x3+1=7y2 的所有

解;段辉明[4]给出了方程x3+1=38y2 的所有解;段辉明[5]给出了方程x3+1=57y2 的所有解;李双志、罗明[6]给

出了方程x3+1=201y2 的所有解。本文利用同余式、平方剩余、Pell方程的解的性质、递归序列讨论了D 含两

个6k+1型的素因子时方程x3+1=Dy2 的解。

1主要引理

引理1[7] 设p是一个奇素数,则丢番图方程x4-py2=1除开p=5,x=3,y=4和p=29,x=99,y=
1820外,无其他的正整数解。

引理2[7] 方程x2-3y4=1仅有整数解(x,y)=(±2,±1),(±7,±2),(±1,0)。
引理3[7] 设p是一个奇素数,则丢番图方程4x4-py2=1除开p=3,x=y=1和p=7,x=2,y=3外,无

其他的正整数解。

2定理及证明

定理 设q≡7(mod12)为奇素数,qæ
è
ç

ö

ø
÷

13 =-1
,则Diophantine方程

x3+1=13qy2 (2)
当q=7时有解(4367,±30252),(-1,0);q≠7时仅有整数解(x,y)=(-1,0)。

证明 因为gcd(x+1,x2-x+1)=1或3,故对(2)式给出以下8种可能的分解,并讨论在这些分解下(2)式
的整数解。
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1)x+1=13qu2,x2-x+1=v2,y=uv,gcd(u,v)=1。解第二式,得x=0,1,均不满足第一式,故此分解下

(2)式无整数解。又因为u2≡0,1,4(mod8),利用同余的性质可知后面第4)和6)种分解也不成立。
2)x+1=u2,x2-x+1=13qv2,y=uv,gcd(u,v)=1。将第一式代入第二式得(2u2-3)2+3=52qv2,则有

(2u2-3)2≡-3(mod13),解得u2≡-2,5(mod13)。但模q的Legendre符号 -2æ

è
ç

ö

ø
÷

13 = 5æ
è
ç

ö

ø
÷

13 =-1
,故此分解下

(2)式无整数解。
3)x+1=13u2,x2-x+1=qv2,y=uv,gcd(u,v)=1。将第一式代入第二式得(26u2-3)2+3=4qv2,则有

3≡qv2(mod13)。又 3æ
è
ç

ö

ø
÷

13 =1
,而 qæ

è
ç

ö

ø
÷

13 =-1
,矛盾,故此分解下(2)式无整数解。

4)x+1=qu2,x2-x+1=13v2,y=uv,gcd(u,v)=1。利用同余的性质可得此情形下(2)式无整数解。
5)x+1=39qu2,x2-x+1=3v2,y=3uv,gcd(u,v)=1。将第一式代入第二式得(2v)2-3(26qu2-1)2=

1,故有

2v+(26qu2-1)3=±(xn+yn 3)=±(2+ 3)
n,n∈Z。

这里2+3是Pell方程X2-3Y2=1的基本解,因此有26qu2-1=±yn(n∈Z),即26qu2=±yn+1。又y-n=-yn,
所以只需考虑

26qu2=yn+1。 (3)
由(3)式得yn≡-1(mod26),则有yn≡-1(mod13)。容易验证下式成立

yn+2=4yn+1-yn,y0=0,y1=1。 (4)
对递归序列(4)式取模13,得周期为12的剩余类序列,且仅当n≡0(mod6)时,有yn≡0(mod13);仅当n≡

7,-1(mod12)时,yn≡-1(mod13)。所以(3)式要成立,只需n≡7,-1(mod12)。
当n≡7(mod12)时,令n=12m+7(m∈Z),则

26qu2=y12m+7+1=x12m+6+2y12m+6+1=x26m+3+3y26m+3+4x6m+3y6m+3+1=2x6m+3(x6m+3+2y6m+3)=2x6m+3y6m+4。
即

13qu2=x6m+3y6m+4。 (5)
又因为gcd(x6m+3,y6m+4)=gcd(x6m+3,x6m+3+2y6m+3)=gcd(x6m+3,2y6m+3)=2,而y6m+4≢0(mod13),所以

下列情形之一成立。
x6m+3=26qa2,y6m+4=2b2,u=2ab,gcd(a,b)=1, (6)

x6m+3=26a2,y6m+4=2qb2,u=2ab,gcd(a,b)=1。 (7)
由(6)式的第二式得x3m+2y3m+2=b2,又因为gcd(x3m+2,y3m+2)=1,则有x3m+2=c2,y3m+2=d2,故c4-

3(d2)2=1,根据引理1知,c2=1,此时x3m+2=1,由x0=1知x3m+2=1无解,所以此分解下(2)式无整数解。
由(7)式的第二式得x3m+2y3m+2=qb2,又因为gcd(x3m+2,y3m+2)=1,则有以下情形之一成立。

x3m+2=c2,y3m+2=qd2,b=cd,gcd(c,d)=1, (8)

x3m+2=qc2,y3m+2=d2,b=cd,gcd(c,d)=1。 (9)
将(8)式代入x23m+2-3y23m+2=1中,有c4-3(qd2)2=1,根据引理1知,c2=1,此时x3m+2=1,由x0=1知

x3m+2=1无解,所以此分解下(2)式无整数解。
将(9)式代入x23m+2-3y23m+2=1中,得(qc2)2-3d4=1,由引理2知,方程仅有整数解(q,c,d)=(1,±1,0),

(7,±1,±2)和(2,±1,±1),又q≡7(mod24)为奇素数,得(q,c,d)=(7,±1,±2),故x3m+2=7,则m=0。此时

n=7,所以由(3)式得26qu2=182u2=y7+1=2912,故u=±4,从而得到了q=7时(2)式的两组非平凡解

(4367,±30252)。
当n≡-1(mod12)时,令n=12m-1(m∈Z),则有

26qu2=y12m-1+1=-x12m+2y12m+1=-(x26m+3y26m)+4x6my6m+1=2y6m(2x6m-3y6m)=2x6m-1y6m。
即 13qu2=x6m-1y6m。 (10)

又因为gcd(x6m-1,y6m)=gcd(2x6m-3y6m,y6m)=gcd(2x6m,y6m)=2,而y6m≡0(mod13),则有以下情形之

一成立。
x6m-1=2a2,y6m=26qb2,u=2ab,gcd(a,b)=1, (11)

x6m-1=2qa2,y6m=26b2,u=2ab,gcd(a,b)=1。 (12)
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将(11)式的第一式代入x26m-1-3y26m-1=1,得4a4-3y26m-1=1。根据引理3知,a2=1,此时x6m-1=2,由
x1=2知x6m-1=2无解,故该情形(2)式无整数解。

仿(7)式的证明可知(12)式给出(2)式的平凡解(x,y)=(-1,0)。
故该情形下(2)式当q=7时有整数解(x,y)=(-1,0),(4367,±30252);q≠7时仅有整数解(x,y)=

(-1,0)。
6)x+1=3u2,x2-x+1=39qv2,y=3uv,gcd(u,v)=1。利用同余的性质可得此情形下(2)式无整数解。
7)x+1=39u2,x2-x+1=3qv2,y=3uv,gcd(u,v)=1。将第一式代入第二式得(78u2-3)2+3=12qv2,则

有1≡qv2(mod13)。又 qæ
è
ç

ö

ø
÷

13 =-1
,矛盾,故此情形下(2)式无整数解。

8)x+1=3qu2,x2-x+1=39v2,y=3uv,gcd(u,v)=1。将第一式代入第二式得(6qu2-3)2+3=156v2,则

有1≡13v2(modq)。又 13æ

è
ç

ö

ø
÷

q = qæ
è
ç

ö

ø
÷

13 =-1
,矛盾,故此情形下(2)式无整数解。

综上有,Diophantine方程(2)在题设条件下当q=7时有整数解(x,y)=(-1,0),(4367,±30252);q≠7时

仅有整数解(x,y)=(-1,0)。 证毕
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TheIntegerSolutionsoftheDiophantineEquationx3+1=13qy2
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Abstract:LetDbeasquare-freepositiveintegerandD=∏
s

i=1
pi(s≥2),wherepi≡1(mod6)(i=1,2,…,s)areoddprimes.Thepri-

marysolutionoftheDiophantineequationx3+1=Dy2stillremainsunresolved.Byusingcongruence,quadraticresidue,someprop-

ertiesofthesolutionstoPellequation,recursivesequence,whenq≡7(mod12)isanoddprime,and q( )13 =-1,weprovethefol-

lowingresults:1)ifq=7,theDiophantineequationx3+1=13qy2hasintegersolutions(x,y)=(4367,±30252),(-1,0);2)if
q≠7,theDiophantineequationx3+1=13qy2hasonlyoneintegersolution,thatis(x,y)=(-1,0).
Keywords:Diophantineequation;integersolution;congruence;quadraticremainder;recursivesequence
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