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一类有限交换环上的广义单位Cayley图的若干性质*
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摘要:设R 是一个含有非零单位元的有限交换环,U(R)是R 的单位群,G是U(R)的一个乘法子群,S是G 的一个非空子

集并且S-1={s-1|s∈S}⊆S。单位Cayley图Cay(R,U(R))的顶点集是R,两个顶点x和y 相邻当且仅当x-y∈U(R);
而广义单位Cayley图Γ(R,G,S)的顶点集为R,两个顶点x与y 相邻当且仅当存在s∈S,使得x+sy∈G。容易看出,当

G=U(R)时,Γ(R,G,{-1})即为单位Cayley图。本文主要利用有限交换环的结构以及群与图的理论,研究了有限交换

环上的广义单位Cayley图的一些性质,讨论了Γ(R,G,{s})的正则性,以及Γ(R,U(R),{s})中任意两点的公共邻接点个

数和边着色数。
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单位Cayley图是一个非常有趣的研究领域,它们内涵丰富,通过图性质的研究来讨论代数问题,提供了一种

研究代数问题的新方法。
给定一个正整数n>1,Zn 即模n 剩余类环。不少学者对Zn 上的单位Cayley图产生了浓厚的兴趣,文献[1-

3]得到了一系列很好的结论。2009年,R.Akhtar,M.Boggess[4]等学者提出了一般的有限交换环上单位的Cay-
ley图Cay(R,U(R))的定义:设R 是一个含有非零单位元的有限交换环,U(R)为R 的单位群,Cay(R,U(R))的
顶点集是R,顶点x和y 相邻当且仅当x-y∈U(R)。文献[4]讨论了Cay(R,U(R))的直径、围长、自同构群、点
连通度、边连通度、团数、着色数、边着色数,而且还解决了Cay(R,U(R))的平面性和完美性等问题。在此之后

许多专家对Cay(R,U(R))的性质产生了浓厚的兴趣,文献[5-6]得出的一系列结论,使得该领域的成果丰富起

来。
2011年,K.Khashyarmanesh和 M.R.Khorsandi[7]推广了单位Cayley图的概念:设R 是一个含有非零单位

元的有限交换环,U(R)是R 的单位群,G 是U(R)的一个乘法子群,S是G 的一个非空子集并且S-1={s-1|s∈
S}⊆S,定义广义单位Cayley图Γ(R,G,S)的顶点集为R,顶点x与y 相邻当且仅当存在s∈S,使得x+sy∈G。
当G=U(R)时,Γ(R,G,{-1})即为单位Cayley图。文献[7]把文献[4]中的一些结论推广到Γ(R,G,S)中,范围

更加宽广,内涵更为丰富。
文中所指的图都是简单图,即没有自环和重边的图。设G 是一个图,V(G)和E(G)分别表示图G 的顶点集

和边集;设a,b∈V(G),若a,b是一条边的两个端点,则称a与b是相邻的。用N(a)表示与a相邻的所有顶点的

集合;若顶点c既与a 相邻,又与b相邻,则称c是a 与b的公共邻接点,N(a,b)代表a,b的所有公共邻接点的个

数。deg(a)表示顶点a的度数。
本文研究了当S={s}时,广义单位Cayley图Γ(R,G,{s})的若干性质:Γ(R,G,{s})的正则性、Γ(R,U(R),{s})的

公共邻接点数及其边着色数。

1定义及引理

定义1[8] 设R 是一个含单位元的交换环,MaxR 是R 中所有极大理想组成的集合。环R中的理想J(R)=
{x∈R|1-xR⊆U(R)}= ∩

M∈maxR
M,叫作环R 的Jacobson根。
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定义2[9] 图G 的一个因子是G 的一个支撑子图。一个k-因子是一个k-正则支撑子图。
引理1[8] 设R 是一个含单位元的交换环。若R 是Artin环,则R 可以表示成有限个Artin局部环的直和:

R=췍
t

i=1
Ri(Ri 为Artin局部环)。如果又有R=췍

t′

i=1
R′i(R′i 为Artin局部环),则t=t′,并且有{1,2,…,t}的一个置

换σ,使得Ri≅R′σ(i)(1≤i≤t)。
引理2[9] 如果G 是简单图,则G 的边着色数χ′(G)≤Δ(G)+1,这里Δ(G)为图G 所有顶点度数的最大值。
引理3[7] 设R 是一个含非零单位元的有限交换环,则1+1∈U(R)当且仅当|R|是奇数。
引理4 若R 是一个含非零单位元的有限交换环,则R 中的元素或者是单位,或者是零因子。
证明 设x∈R,x≠0且x∉U(R),且集合A={rx|r∈R}。因为对于任意r∈R,都有rx≠1,所以1∉A,所

以A 是R 的真子集。这样必存在r1,r2∈R,且r1≠r2,使得r1x=r2x,即(r1-r2)x=0。实际上,若任意r1≠r2,
均有r1x≠r2x,则|A|=|R|,所以A=R,与A 是R 的真子集矛盾。又由于r1-r2≠0,所以x是R 的零因子。

证毕

引理5 设R 是一个含单位元的交换环,如果x∈J(R),y∈U(R),则x+y∈U(R)。
证明 因为y∈U(R),所以x+y=y(1+xy-1)=y(1-x(-y-1)),由定义1知1-x(-y-1)∈U(R),所以

y(1-x(-y-1))∈U(R),即x+y∈U(R)。 证毕

2主要结果

根据Γ(R,G,S)的定义,对于不同的点x,y,若x与y 相邻,则存在s∈S,使得x+sy=g∈G⊆U(R),即y=
s-1g-s-1x,注意到s-1g∈G,s-1∈S,知与x相邻的顶点均形如g′-s′x,s′∈S,g′∈G,所以deg(x)≤|G||S|。
下面确定当S={s}时,Γ(R,G,S)中顶点的度数。

定理1 设R 是一个含非零单位元的有限交换环,S={s},则:1)若1+s∉U(R),则Γ(R,G,S)是|G|-正则

的;2)若1+s∈U(R),则Γ(R,G,S)中含有|G|个|G|-1度的顶点,以及|R|-|G|个|G|度的顶点。
证明 1)设x是Γ(R,G,S)中的任意一点,则对于任何g∈G,有x≠g-sx。若不然,g=x+sx=(1+s)x,

因为1+s∉U(R),由引理4,存在y∈R,y≠0,使得y(1+s)=0,所以yg=y(1+s)x=0。又因为g∈U(R),则
存在z∈R,使得zg=1,所以(yg)z=y(zg)=y,但是(yg)z=0,这与y≠0矛盾。综上述有N(x)={g-sx|g∈
G},故Γ(R,G,S)是|G|-正则的。

2)因为1+s∈U(R),所以存在唯一的z∈R,使得(1+s)z=1,则z=1-sz,即gz=g-sgz,g∈G。在

Γ(R,G,S)中,对任意g∈G,deg(gz)=|G|-1。实际上,若g,g′∈G,并且g′≠g,则gz≠g′-sgz,否则(1+s)
zg=g′,即g=g′,矛盾。因此N(gz)={g′-sgz|g,g′∈G,g′≠g},故deg(gz)=|G|-1。

令A={gz|g∈G},则任意a∈R-A,均有a≠g-sa。否则就有(1+s)ag-1=1,这样就有ag-1=z,即a=
gz,矛盾。因此,在Γ(R,G,S)中,N(a)={g-sa|g∈G},故deg(a)=|G|。 证毕

推论1 设R是一个含非零单位元的有限交换环,S={s}。Γ(R,G,S)是|G|-正则图当且仅当1+s∉U(R)。

设R 是一个有限交换环,由引理1知R=췍
t

i=1
Ri,则U(R)=췍

t

i=1
U(Ri),其中Ri 为Artin局部环,其唯一的极大

理想记为Mi,i=1,2,…,t,这样任何x∈R,都有x=(x1,x2,…,xt)。设fi=|Ri/Mi|,则可将{1,2,…,t}进行适

当的置换,使得f1≤f2≤…≤ft。在以下的结论中,所使用的都是指经过如上置换以后的fi,i=1,2,…,t。

定理2 设R 是一个含非零单位元的有限交换环,R=췍
t

i=1
Ri,x=(x1,x2,…,xt),y=(y1,y2,…,yt),为

Γ(R,U(R),{s})中不同的两个顶点,I={i|1≤i≤t,xi-yi∈Mi},J={1,2,…,t}-I。若1+s∉U(R),则

N(x,y)=|R|∏
i∈I
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i ∏j∈J 1-2f
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
。

证明 若z=(z1,z2,…,zt)是x 和y 的公共邻接点,则对于k=1,2,…,t,都有zk+Mk∉ {-sxk+Mk,
-syk+Mk}。若-sxk+Mk=-syk+Mk,即sxk-syk∈Mk,xk-yk∈Mk,此时k∈I。因为zk+Mk 可以取遍

Rk/Mk 中所有除-sxk+Mk 以外的元素,所以zk+Mk 有fk-1种选择,而|zk+Mk|=
|Rk|
fk
,因此zk 共有

|Rk|
fk
(fk-1)种取法。若-sxk+Mk≠-syk+Mk,则xk-yk∉Mk,此时k∈J,因为zk+Mk 可以取遍Rk/Mk 中

所有除-sxk+Mk 以及-syk+Mk 以外的元素,所以zk+Mk 共有fk-2种选择,因此zk 共有|Rk|
fk
(fk-2)种取

16第1期           熊腾飞,等:一类有限交换环上的广义单位Cayley图的若干性质



法。综上述,对z的取法共有

∏
i∈I

Ri

fi
(fi-1)∏

j∈J

Rj

fj
(fj-2)=|R|∏

i∈I
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i ∏j∈J 1-2f
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

种,即N(x,y)=|R|∏
i∈I
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i ∏j∈J 1-2f
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
。 证毕

注 若1+s∈U(R),以上结论是不成立的。例如,在Γ(Z/3Z,U(Z/3Z),{1})中,N(1,2)=1,但是

|Z/3Z|∏
i∈I
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
=2,N(1,2)≠|Z/3Z|∏

i∈I
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
。

推论2 设R 是一个含非零单位元的有限交换环,x=(x1,x2,…,xt),y=(y1,y2,…,yt),为Γ(R,U(R),{s})
中不同的两个顶点,若1+s∉U(R),则N(x)=N(y)当且仅当x-y∈J(R)。

证明 易知J(R)=췍
t

i=1
M(Ri),i=1,2,…,t。

若N(x)=N(y),因为1+s∉U(R),所以Γ(R,U(R),{s})是|U(R)|-正则的,所以|N(x)|=|N(y)|=

|U(R)|,又由定理2有N(x,y)=|R|∏
i∈I
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i ∏j∈J 1-2f
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
=|U(R)|。 对任意k∈{1,2,…,t},由局部环

的性质知,|U(Rk)|=|Rk|-
|Rk|
fk
=|Rk|1-1f

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
,所以就有

N(x,y)=|U(R)|=∏
t

i=1
|U(Ri)|=|R|∏

t

i=1
1-1f
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
,

即I={1,2,…,t}。因此,对任意k∈{1,2,…,t},都有xk-yk∈Mk,故x-y∈J(R)。
反过来,设s={s1,s2,…,st},若a={a1,a2,…,at}∈N(x),则a+sx∈U(R),即ai+sixi∈U(Ri),i=1,2,

…,t。若a+sy∉U(R),则存在j∈{1,2,…,t},使得aj+sjyj∈Mj=J(Rj)。一方面,因为x-y∈J(R),所以

sx-sy∈J(R);另一方面,由引理5,sxj-syj=(aj+sjxj)-(aj+sjyj)∈U(Rj),因此sxj-syj∉J(Rj),这与

sx-sy∈J(R)矛盾,所以对任何a+sx∈U(R),都有a+sy∈U(R),即a∈N(y)。同理可得,若b∈N(y),则b∈
N(x)。综上述,当x-y∈J(R)时,N(x)=N(y)。 证毕

定理3 设R 是一个含非零单位元的有限交换环,S={s}。若1+s∉U(R),则Γ(R,U(R),{s})的边着色数

χ′(Γ(R,U(R),{s}))=
U(R)+1,|R|是奇数

U(R),|R|{ 是偶数
。

证明 由引理2知,χ′(Γ(R,U(R),{s}))=|U(R)|或|U(R)|+1。
1)当|R|是奇数时,Γ(R,U(R),{s})没有1-因子,所以对于任何一种真的边着色而言,其中任何一种颜色C

不可能关联Γ(R,U(R),{s})的所有顶点。假设颜色C不关联顶点a,注意到Γ(R,U(R),{s})是|U(R)|-正则

的,所以需要|U(R)|种颜色与a相关联,又因为这|U(R)|种颜色不包含C,因此有χ′(Γ(R,U(R),{s}))>
|U(R)|,所以χ′(Γ(R,U(R),{s}))=|U(R)|+1。

2)当|R|是偶数时,将给出合适的边着色方法,使得该方法使用的颜色种类恰好等于|U(R)|。
i)若s=1,设E(Γ)为Γ(R,U(R),{s})的边集,则对于{a0,b0}∈E(Γ),用颜色Ca0+b0

给其上色,显然,E 中含

有公共端点的两条边使用的颜色必不相同,这样对所有Γ(R,U(R),{s})的边所使用的颜色不超过|U(R)|种。
由引理3知1+1∉U(R),所以Γ(R,U(R),{s})是|U(R)|-正则的,所以χ′(Γ(R,U(R),{s}))≥|U(R)|,故

χ′(Γ(R,U(R),{s}))=|U(R)|。
ii)若s≠1,则对任何{x,y}∈E(Γ),都有x+sy≠y+sx。实际上,若存在{x0,y0}∈E(Γ),使得x0+sy0=

y0+sx0。令x0+sy0=u∈U(R),则y0+sx0=u,所以y0+s(u-sy0)=u,即su=u,这样就有s=1,这是一个矛盾。
对Γ(R,U(R),{s})的每一条边{x,y},在x+sy和y+sx当中任取其中一个构成集合V,使得V 恰好包含

x+sy和y+sx中的其中一个,易知|V|≤|U
(R)|
2

。

设n∈N,取固定的u∈V,x0∈R,设Wu=x0x1…xn,为图Γ(R,U(R),{s})的一个迹,使得xi+sxi+1=u,i=
0,1,…,n-1。设W 是由所有这样的Wu 所构成的集合,在W 中取Pu=x0x1…xn,使得任何Wu∈W,Pu 的长度

不小于Wu。易知迹Pu 至少含有3个互不相同的顶点,以下将证明Pu 是一个圈。
a)任意i,j∈{0,1,…,n-1}且i≠j,都有xi≠xj。假设存在i,j∈{0,1,…,n-1}且i≠j,使得xi=xj。由

xj+sxj+1=u,即xi+sxj+1=u,注意到xi+sxi+1=u,有xj+1=xi+1,这样就有{xj,xj+1}与{xi,xi+1}是同一条边,
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这与Pu 是一个迹矛盾。
b)在Pu=x0x1…xn 中,xn=x0。否则,若xn=xk,k=1,2,…,n-1,则xn-1=xk-1,这是一个矛盾;若xn∉

{x1,x2,…,xn-1},则存在y∈R,使得xn+sy=u,并且y∉{x1,x2,…,xn-1},所以x0x1…xny 是一个迹,这与Pu

长度的最大性矛盾。这样就有Pu=x0x1…xn-1x0,又因为x0,x1,…,xn-1两两不相等,所以Pu 是一个圈。
设|Pu|为Pu 的长度,则|Pu|是一个偶数,若不然,令|Pu|=2m+1,注意到xk+sxk+1=u,k=0,1,2,…,n-

1,所以∑
n-1

i=0
xk+s∑

n-1

i=0
xk=(2m+1)u,即(1+s)∑

n-1

i=0
xk=2mu+u,因为|R|是偶数,由引理3和引理4知,所以存

在r∈R,r≠0,使得(1+1)r=0。若r(s-1)=0,则rs=r,因为r+r=0,所以rs=-r,故r(s+1)=0,这样就有

2mru+ru=r(1+s)∑
n-1

i=0
xk=0,即ru=0,r=0,矛盾;若r(s-1)≠0,则r(s-1)2mu+r(s-1)u=r(s-1)(1+

s)∑
n-1

i=0
xk=0,即r(s-1)u=0,r(s-1)=0,矛盾。故|Pu|是一个偶数。

对任意{xk,xk+1}∈Pu,当k是偶数时,用颜色Cu(1)给其上色;当k时奇数时,用颜色Cu(2)给其上色,这样Pu

需要2种颜色。由Pu 的构造方法知,Γ(R,U(R),{s})的每条边都含在唯一的一个Pu 内,因此对Γ(R,U(R),{s})中
所有的Pu 都进行边着色即可完成对Γ(R,U(R),{s})中所有边的着色。这样就有χ′(Γ(R,U(R),{s}))≤
2|V|≤|U(R)|。又因为Γ(R,U(R),{s})是|U(R)|-正则的,所以χ′(Γ(R,U(R),{s}))≥|U(R)|,这样就有

χ′(Γ(R,U(R),{s}))=|U(R)|。 证毕
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SomePropertiesofaGeneralizationoftheUnitaryCayleyGraphsofaFiniteCommutativeRing

XIONGTengfei1,JIANGuoming2

(1.SchoolofInformationScienceandEngineering,ShaoguanUniversity;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,ShaoguanUniversity,ShaoguanGuangdong512005,China)

Abstract:LetRbeafinitecommutativeringwithnon-zeroidentityandU(R)betheunitgroupofR.SupposethatGisamultiplica-
tivesubgroupofU(R),andSisanon-emptysubsetofGsuchthatS-1={s-1|s∈S}⊆S.ThenthevertexsetofunitaryCayley
graphCay(R,U(R))isR,andtwodistinctverticesxandyareadjacentifandonlyifx-y∈U(R).Γ(R,G,S)isagraphwhose
vertexsetisR,andverticesxandyareadjacentifandonlyifthereexistss∈Ssuchthatx+sy∈G.Obviously,ifG=U(R),then
Γ(R,G,{-1})istheunitaryCayleygraph.Bythestructureofafinitecommutativeringandthetheoryofgroupandgraph,we
studysomepropertiesofageneralizationoftheunitaryCayleygraphsofafinitecommutativering.Weconsidertheregularityofa
generalizationoftheunitaryCayleygraphsΓ(R,G,{s}),anddeterminethenumberofcommonneighborsoftwodistinctverticesof
Γ(R,U(R),{s}).Inaddiction,evaluatetheedgechromaticnumberofΓ(R,U(R),{s}).
Keywords:commutativering;unitaryCayleygraphs;regulargraph;edgechromaticnumber
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