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一类本原不可幂定号有向图的基*

杨盼足,邵燕灵

(中北大学 数学系,太原030051)

摘要:本原不可幂定号有向图S的基指数l(S)是指最小的正整数l,使得在S中,从任意一点u到任意一点v 都存在一对

长为l的SSSD 途径。本文对一类包含3个圈的本原不可幂定号有向图进行研究。通过讨论图中从任意一点u到任意

一点v是否存在SSSD 途径,从而得到了此类图的基的上界,再运用反证法求得了这类图的基。进一步讨论得到了另一

类包含3个圈的本原不可幂定号有向图的基。
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1研究背景及基本概念

在非负矩阵的研究领域中,非负矩阵幂指数的研究是一个重要而具有实际意义的课题,在信息科学、计算机

科学以及通讯网络的信息传递问题等许多方面都有具体的应用背景。符号模式矩阵及其定号有向图的基是非

负矩阵幂指数研究的推广。文献[1]首先提出了符号模式矩阵基的概念,文献[2]将可幂符号模式矩阵的基和周

期的概念推广到不可幂符号模式矩阵的基和周期的概念,并将符号模式矩阵和定号有向图一一对应起来。图论

在非负矩阵的研究中起着重要作用,文献[2-3]利用图论的证明方法,对符号模式矩阵的伴随定号有向图进行了

研究。本文利用图论的方法研究得到了一类含有3个圈的本原不可幂定号有向图的基。下面先介绍一些关于

图论的基本概念。
设D 是一个有向图(可以有环),若存在正整数k,使得对D 的任意顶点x,y(可以相同)都存在从x到y 的k

长途径,则称D 为本原有向图。最小的k称为D 的本原指数,记为exp(D)。设v是D 的一个顶点,若存在正整

数t,使得对D 中的任意顶点u,都存在从v到u 的t长途径,最小的t称为顶点v 的点指数,记为expD(v)。如果

给D 的每条弧规定了符号(+或-),所得的图称为定号有向图,用S表示,图D 称为S 的基础图。若D 是本原

的,则称S为本原定号有向图。定号有向图的一条途径W 由一系列的弧e1,e2,…,ek 组成,且ei 的终点是ei+1的

起点(i=1,2,…,k-1)。这条途径W 的符号定义为∏
k

i=1sgn(ei),用sgnW 表示[1-4]。

定义1[3] 在定号有向图S中,若存在两条途径有相同的起点、相同的终点、相同的长度,但符号不同,则称

这两条途径是一对SSSD 途径。
定义2[4] 在定号有向图S中,若存在从顶点vi 到顶点vj 的SSSD 途径,则称S 为不可幂定号有向图,否

则称S是可幂的。
定义3[5] 在本原不可幂定号有向图S中,如果存在正整数l,使得S的任意顶点vi 和vj(可以相同),从vi

到vj 都有长为l的SSSD 途径对,则最小的l称为图S 的基,记为l(S)。

2预备知识

引理1[6] 设S是一个本原定号有向图,则S不可幂当且仅当S 包含一对长度分别是p1 和p2 的圈C1 和
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C2,并且满足下列两条件之一:1)p1 为奇数,p2 为偶数,且sgnC2=-1;2)p1,p2 同为奇数,且sgnC1=-sgnC2。
为方便起见,满足条件1)或2)的圈对C1 和C2 就称为“异圈对”,很容易证明,闭途径对W1=p2C1 和W2=

p1C2 有相同的长度,但符号不同(sgn(C1))p2=-(sgn(C2))p1。
引理2[7] 设a1,…,ak 都为正整数,定义Frobenius数集S(a1,…,ak)={r1a1+…+rkak|r1,…,rk 都是非

负整数}。如果gcd(a1,…,ak)=1,那么S(a1,…,ak)包含所有足够大的正整数。在这种情况下,存在整数φ对

所有的整数m(m>φ),使得m∈S(a1,…,ak)。称满足上述条件的最小整数φ为Frobenius数,记为φ(a1,…,ak)。
由上述定义有φ(a1,…,ak)-1∉S(a1,…,ak)。当k=2时,有φ(a1,a2)=(a1-1)(a2-1)。
设R={l1,…,lk}为本原有向图D 的圈长集合,且gcd(l1,…,lk)=1。对于D 中的任意顶点x 和顶点y,用

d(x,y)表示从x到y 的距离。dR(x,y)表示从x到y 接触R 中每一长度的圈的最小距离。则有

expD(v)≤φ(l1,…,lk)+max
u∈V(D)

dR(v,u),v∈V(D)。

引理3[7] 令S是一个本原不可幂定号有向图,W1,W2 是由点u到点v 的一对长为ru,v的SSSD 途径对,

d(S)是图S的直径,则有l(S)≤d(S)+ru,v+exp(v)。

3主要结果

定理1 图1为本原不可幂定号有向图S1 的基础图,其中D 包含两个m 长的圈C1 和C′1,及一个n长的圈

C2(m>n≥1且m,n互素;1≤s≤n-1),则:

1)当两个m 长的圈C1,C′1 异号时,l(S1)=mn+m-s+1;

2)当两个m 长的圈C1,C′1 同号时,l(S1)=2mn+m-2s。
证明 1)当两个m 长的圈C1,C′1 异号时,则S1 存在由点vn+m-s-1到点v1 的SSSD 途径对,且rvn+m-s-1,v1=

2。注意到expD(v1)≤φ(m,n)+max
u∈V(D)

dR(v1,u)=(m-1)(n-1)+m-1=(m-1)n,而d(S1)=m+n-s-1,由

引理3可得l(S1)≤d(S1)+rvn+m-s-1,v1+exp(v1)≤m+n-s-1+2+(m-1)n=mn+m-s+1。
下面证明点vs-1到点vn-1不存在长为k=mn+m-s的SSSD 途径。假设W 是vs-1到vn-1的一条k长途

径,则W 必然经过一条由点vs-1到点vn-1的n-s长的途径以及若干圈m 长的圈和至少一圈n 长的圈。设经过

m 长的圈共a 圈,经过n长的圈共b圈,则

k=l(W1)=n-s+am+bn,(a≥0;b≥1),am+bn=mn+m-n,(a-1)m=(m-b-1)n。
因为m>n≥1且m,n互素,所以令a-1=nx,则mx=m-b-1,即m|(m-b-1),而(m-b-1)<m,所以

(m-b-1)=0且x=0,即a=1。这说明途径W 只过一圈m 长的圈。从而得证点vs-1到点vn-1不存在长为k=
mn+m-s的SSSD 途径。所以l(S1)≥mn+m-s+1。

综上所述l(S1)=mn+m-s+1。

2)当两个m 长的圈C1,C′1 同号时,首先证明图S1 中存在起点为vs,终点为vn 的SSSD 途径对。令Q1,Q2

是点vs 到vn 的两条不同长的途径,Q1,Q2 的长度分别为m-s和n-s,p是点vn 到vs 的一条长为s的公共途

径。

令
W1=Q1+(n-1)C1
W2=Q2+(m-1)C{

2

,则
W1+P=nC1
W2+P=mC{

2

。由于S是不可幂的,所以 (sgn(C1))n=-(sgn(C2))m,也就是

说nC1 与mC2 的符号不同。又因为p是公共途径,所以sgnW1=-sgnW2,并且W1,W2 的长度都是 mn-s,
起终点相同。由此可得W1,W2 是起点为vs,终点为vn 的SSSD 途径对,rvs,vn=mn-s。注意到

expD(vn)≤φ(m,n)+max
u∈V(D)

dR(vn,u)=(m-1)(n-1)+m=mn-n+1,

而d(S1)=m+n-s-1,则根据引理3可得

l(S1)≤d(S1)+rvs,vn+exp(vn)≤m+n-s-1+mn-s+mn-n+1=2mn+m-2s。
下面证明l(S1)≥2mn+m-2s。

情形1,当n
2<s

时,n-s<s。下面证明点vs-(n-s)到点vn+m-s-1不存在长为k=2mn+m-2s-1的SSSD 途

径。
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假设W1,W2 是vs-(n-s)到vn+m-s-1的两个k长途径。则W1,W2 都经过点vs-(n-s)到点vn+m-s-1的n-s+
m-s-1长的途径以及至少一圈m 圈与若干圈n 圈。即

k=l(W1)=n-s+m-s-1+a1m+b1n,k=l(W2)=n-s+m-s-1+a2m+b2n,
其中ai≥1,bi≥0,i=1,2,则有(a2-a1)m=(b1-b2)n,因为m,n互素,令b1-b2=mx,则a2-a1=nx,则x=0。

假设x≥1,因为a1≥1则a2≥n+1,则k=l(W2)=n-s+m-s-1+[a2-(n+1)]m+b2n+mn+m,则有

[a2-(n+1)]m+b2n=mn-m-n。然而

φ(m,n)-1=(m-1)(n-1)-1=mn-m-n=[a2-(n+1)]m+b2n。
由此可得φ(m,n)-1∈S(m,n),这与φ(m,n)-1∉S(m,n)矛盾。因此有x=0。

同理可证x≤-1也不成立。
所以证得a1=a2 且b1=b2,则sgn(W1)=sgn(W2)。这说明点vs-(n-s)到vn+m-s-1不存在长为k=2mn+m-

2s-1的SSSD 途径,所以l(S1)≥2mn+m-2s。

情形2,当n
2≥s

时,n-s≥s。类似情形1,同样可证明点v2s到vn+m-s-1不存在长为k=2mn+m-2s-1的

SSSD 途径,所以l(S1)≥2mn+m-2s。
综上所述l(S1)=2mn+m-2s。 证毕

定理2 图2为本原不可幂定号有向图S2 的基础图,其中D 包含两个m 长的圈C1 和C′1,及一个n长的圈

C2(m>n≥1且m,n互素;1≤s≤n-1),点vn+m-s-t+1到v1 存在两条t(2≤t≤n-s+1)长的途径,则:

1)当两个m 长的圈C1,C′1 异号时,l(S2)=mn+m-s+t-1;

2)当两个m 长的圈C1,C′1 同号时,l(S1)=2mn+m-2s。

     
图1 s1 的基础图D          图2 s2 的基础图D

证明 1)当两个m 长的圈C1,C′1 异号时,则S2 存在以vn+m-s-t+1为起点,以v1 为终点的SSSD 途径对,且

rvn+m-s-t+1,v1=t。由定理1得expD(v1)≤(m-1)n,d(S2)=m+n-s-1。根据引理3可得

l(S2)≤d(S2)+rvn+m-s-t+1,v1+exp(v1)≤m+n-s-1+t+(m-1)n=mn+m-s+t-1。
下面证明,l(S2)≥mn+m-s+t-1。
情形1,当t-1<s+1时,点vs+1到点vt-1不存在长为k=mn+m-s+t-2的SSSD 途径。假设W 是vs+1

到vt-1的一个k长途径。则W 必然经过由点vs+1到点vt-1的一条n-s+t-2长的途径以若干圈C1,C′1 和若干

圈C2。设经过C1 与C′1 共a圈,经过C2 共b圈,则

k=l(W1)=n-s+t-2+am+bn(a≥0,b≥0),

k=l(W1)=n-s+t-2+am+bn=mn+m-s+t-2,(a-1)m=(m-1-b)n。
因为m>n≥1且m,n互素,令a-1=nx,则mx=m-1-b,则m|(m-1-b),而(m-1-b)<m,所以(m-

b-1)=0且x=0,即a=1。这说明途径W 只过一圈C1。从而得证点vs+1到点vt-1不存在长为k=mn+m-s+
t-2的SSSD 途径。所以l(S2)≥mn+m-s+t-1。

情形2,当t-1≥s+1时,t-s-2≥0。同样能证明点vs+1-(t-s-2)到点vs+1不存在长为k=mn+m-s+t-2
的SSSD 途径。所以l(S2)≥mn+m-s+t-1。

综上所述l(S2)=mn+m-s+t-1。

2)当两个m 长的圈C1、C′1 同号时,首先利用定理1中的证明方法,可以证明图S2 中存在起点为vs 终点为

vn-t+2的SSSD 途径对。且rvs,vn-t+2=mn-s-t+2。根据引理2得

expD(vn-t+2)≤φ(m,n)+max
u∈V(D)

dR(vn-t+2,u)=(m-1)(n-1)+m+t-2=mn-n+t-1。
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而d(S2)=m+n-s-1,则根据引理3可得l(S2)≤d(S2)+rvs,vn-t+2+exp(vn-t+2)≤2mn+m-2s。
然后,利用定理1中2)的证明方法,同样能证明l(S1)≥2mn+m-2s。
综上所述l(S1)=2mn+m-2s。 证毕
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TheBasesofaClassofPrimitiveNon-powerfulSignedDigraphs

YANGPanzu,SHAOYanling
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Abstract:Thebaseofaprimitivenon-powerfulsigneddigraphS,denotedbyX,isaleastintegerXλsuchthatthereisapairof

SSSDwalksoflength{Aλ}fromeachvertexAλtoeachvertexvinS.Inthiswork,thebasesofaclassofprimitivenon-powerful

signeddigraphsthatcontainthreecirclesarestudied.FirstthroughthediscussionofwhetherthereisapairofSSSD walksfrom

eachvertexAλtoeachvertexvinthedigraph,wegettheupperboundofthebases.Thenbyusingtheproofbycontradiction,we

getthevalueofthebases.Wealsoobtainthebasesofanotherclassofprimitivenon-powerfulsigneddigraphsthatcontainthreecir-
cles.
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