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M-矩阵Fan积的特征值下界*

陈 付 彬

(昆明理工大学 津桥学院 工学系,昆明650106)

摘要:本文利用Brauer卵形定理和Cauchy-Schwitz不等式给出了两个非奇异 M-矩阵A和B 的Fan积的最小特征值下界

的新估计式τ(A★B)≥min
i≠j

1
2

{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj(ρ2(J
(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))1m ]12}。此下界估计式比现

有几个估计式更为精确。通过数值算例计算得τ(A★B)≥2.7834,与其他文献中的结果加以比较,表明所得的新估计结

果在一定条件下改进了 Horn和Johnson给出的经典结果,同时也改进了其他已有的几个结果,比其他结果接近τ(A★B)

的真值。
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M-矩阵是一类重要的特殊矩阵,生物学和物理学等领域中的许多问题都与之有着密切的联系。矩阵Fan积

是矩阵乘积中的一种特殊乘积[1],在周期函数卷积的三角矩阵和组合论中结合方案及算子理论等方面的研究中

有着广泛的应用。近些年来,关于两个非奇异 M-矩阵A和B 的Fan积A★B 的最小特征值下界的估计成为很

多学者广泛关注和研究的问题,并且得到了一些相关的估计式[2-6]。本文在前人所做工作的基础上针对这一问

题做进一步的探讨,得到一个关于非奇异 M-矩阵A 和B 的Fan积A★B 的最小特征值下界的一个更加精确的

新估计式。

1预备知识

对任一个正整数n,记N={1,2,…,n},用Cn×n(Rn×n)表示n阶复(实)矩阵集。若aij≥0(aij>0),则称A 是

非负矩阵(正矩阵),记为A≥0(A>0)。记σ(A)=(λ1,λ2,…,λn)表示由矩阵A 的n 个特征值组成的集合,称为

矩阵A的谱。特征值的模的最大值称为矩阵A的谱半径,记为ρ(A)。
记Zn={A=(aij)∈Rn×n aij≤0,i,j∈N,i≠j},称Zn 中的矩阵为Z-矩阵。若A=αI-P,其中P≥0,α>

ρ(P),则称A为n 阶非奇异 M-矩阵;若α=ρ(P),则称A为奇异 M-矩阵。记Mn 为n 阶非奇异 M-矩阵的集合。
令A∈Zn,记τ(A)=min{Re(λ):λ∈σ(A)}由文献[2]中的结论可知:τ(A)∈σ(A)。称τ(A)为A 的最小特征

值。
设A是非负矩阵,则存在正向量u,v使得Au=ρ(A)u,vTA=ρ(A)vT;其中u和v 分别称为矩阵A 的右Per-

ron特征向量和左Perron特征向量。

假设A,B∈Mn,则A,B 的Fan积定义为A★B=C=(cij),cij=
-aijbij,i≠j
aijbij,i={ j

,由文献[2]中的结论可知:若

A,B∈Mn,则A★B∈Mn。
设A=(aij)∈Cn×n为n 阶非负矩阵,令r>0,记A(r)=(ar

ij),称A(r)为A的r次Hadamard幂。设A=(aij)∈
Mn,令JA=D-1N,其中D=diag(aii),N=D-A,显然JA是非负矩阵。

1991年,Horn等人在文献[2]中首先给出关于两个非奇异 M-矩阵A 和B 的Fan积A★B 的最小特征值
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τ(A★B)下界的估计的经典结果

τ(A★B)≥τ(A)τ(B)。 (1)

2008年黄荣在文献[3]中对上式进行改进,又给出如下结果

τ(A★B)≥(1-ρ(JA)ρ(JB))min
1≤i≤n

(aiibii)。 (2)

2010年刘庆兵又在文献[4]中改进文献[3]的结果,给出结果为

τ(A★B)≥min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjjρ2(JA)ρ2(JB)]

1
2}。 (3)

本文将给出τ(A★B)的一个更加精确且包含文献[4]中结果的新下界估计式,使该新下界的结果比文献[2-
3]中的结果更加接近τ(A★B)的真值。

2主要结果

引理1[5] 设a=(a1,a2,…,an)T≥0,b=(b1,b2,…,bn)T≥0,则∑
n

i=1
aibi≤ ∑

n

i=1
am( )i

1
m ∑

n

i=1
bm( )i

1
m ,其中m=

1,2。
引理2[2] 设A,B是非奇异 M-矩阵,D,E是正的对角矩阵,则

D(A★B)E=(DAE)★B=(DA)★(BE)=(AE)★(DB)=A★(DBE)。
引理3[7] 设A=(aij)∈Cn×n,则A的所有特征值都位于复平面的下列区域

∪
n

i,j=1
i≠j

z∈C:|z-aii||z-ajj|≤ ∑
k≠i

a( )ik ∑
k≠j

|ajk( ){ }| 。

定理1 设A,B∈Mn,则

τ(A★B)≥min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj(ρ2(J

(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))

1
m]12}, (4)

其中m=1,2。
证明 显然n=1,(4)式成立。下面假设n≥2。
若C=A★B不可约,则A,B 是不可约的 M-矩阵,J(m)

A ,J(m)
B 也是不可约的非负矩阵,则存在正向量u(m)=

(um
1,um

2,…,um
n)T,v(m)=(vm

1,vm
2,…,vm

n)T 分别是J(m)
A ,J(m)

B 的右Perron特征向量。因为J(m)
A um=ρ(J

(m)
A )um,

J(m)
B vm=ρ(J

(m)
B )vm,所以

∑
j≠i

|aij|mum
j

um
i

=ρ(J
(m)
A )am

ii,∑
j≠i

|bij|mvm
j

vm
i

=ρ(J
(m)
B )bm

ii。

设U=diag(u1,u2,…,un),V=diag(v1,v2,…,vn),令

Â=(âij)=U-1AU=

a11 a12u2
u1

… a1nun

u1

a21u1
u2 a22 … a2nun

u2

︙ ︙ ︙

an1u1
un

an2u2
un

… a

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷nn

,B̂=(b̂ij)=V-1BV=

b11 b12v2
v1

… b1nvn

v1

b21v1
v2 b22 … b2nvn

v2

︙ ︙ ︙

bn1v1
vn

bn2v2
vn

… b

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷nn

,

则

Â★B̂=

a11b11 -a12b12u2v2u1v1
… -a1nb1nunvn

u1v1

-a21b21u1v1u2v2 a22b22 … -a2nb2nunvn

u2v2
︙ ︙ ︙

-an1bn1u1v1
unvn

-an2bn2u2v2
unvn

… annb

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷nn

。
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由引理2可知(VU)-1(A★B)(VU)=U-1V-1(A★B)VU=(U-1AU)★(V-1BV)=Â★B̂,所以τ(A★B)=

τ(Â★B̂)。
设τ(A★B)=λ,则对∀i∈N,0<λ<aiibii,由引理3知,存在(i,j),i≠j,使得

|λ-aiibii||λ-ajjbjj|≤ ∑
k≠i

aikbik ukvk

uiv
æ

è
ç

ö

ø
÷

i ∑
k≠j

ajkbjk ukvk

ujv
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
≤ ∑

k≠i

aik
mum

k

um
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

1
m

∑
k≠i

bik
mvm

k

vm
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

1
m
·

∑
k≠j

|ajk|mum
k

um
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

1
m

∑
k≠j

|bjk|mvm
k

vm
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

1
m

=(ρ(J
(m)
A )am

ii)
1
m ρ(J

(m)
B )bm( )ii

1
m·(ρ(J

(m)
A )am

jj)
1
m (ρ(J

(m)
B )bm

jj)
1
m =

aiibiiajjbjj(ρ2(J
(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))

1
m, (5)

由(5)式得

λ≥12
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj(ρ2(J

(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))

1
m]12}。

所以

τ(A★B)≥12
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj(ρ2(J

(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))

1
m]12}≥

min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj(ρ2(J

(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))

1
m]12}。

若A★B 为可约矩阵,由文献[8]可知,Zn 中的矩阵是非奇异 M-矩阵的充分必要条件是其所有顺序主子式

为正。定义T=(tij)为n阶置换阵,其中t12=t23=…=tn-1,n=tn,1=1,其余元素tij=0。对任意ε>0,当ε充分小

时,可知A-εT,B-εT 的所有顺序主子式都为正,所以A-εT,B-εT 是非奇异 M-矩阵。然后用A-εT,B-εT
代替A,B,且令ε→0,则由连续性知(4)式成立。 证毕

在(4)式中令m=1,有

τ(A★B)≥min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjjρ2(JA)ρ2(JB)]

1
2},

该估计式就是文献[4]中的结果。

3数值算例

令

A=

4 -1 -1 -1
-2 5 -1 -1
0 -2 4 -1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

-1 -1 -1 4

,B=

1 -0.5 0 0
-0.5 1 -0.5 0
0 -0.5 1 -0.5

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 -0.5 1

,

所以A,B∈M4,ρ(JA)=0.7652,ρ(JB)=0.809,ρ(J
(2)
A )=0.2287,ρ(J

(2)
B )=0.4045,τ(B)=0.191,τ(A)=1,

τ(A★B)=3.2296。
依据(1)式得τ(A★B)≥τ(A)τ(B)=0.191;依据(2)式得

τ(A★B)≥(1-ρ(JA)ρ(JB))min
1≤i≤n

(aiibii)=1.5238;

依据(3)式得

τ(A★B)≥min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjjρ2(JA)ρ2(JB)]

1
2}=1.5238。

在本文定理1中令m=2得

τ(A★B)≥min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj-[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj(ρ2(J

(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))

1
m]12}=2.7834。

注 数值算例表明定理1的结果改进了文献[2-4]的结果。
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LowerBoundonEigenvalueoftheFanProductofM-matrices

CHENFubin
(DepartmentofEngineering,OxbridgeCollege,KunmingUniversityofScienceandTechnology,Kunming650106,China)

Abstract:AnewlowerboundontheminimumeigenvaluefortheFanproductoftwononsingularM-matricesAandBisgivenbyu-

singBrauerovaltheoremandCauchy-Schwitzinequalityτ(A★B)≥min
i≠j

1
2
{aiibii+ajjbjj -[(aiibii-ajjbjj)2+4aiibiiajjbjj

(ρ2(J
(m)
A )ρ2(J

(m)
B ))1m]12}.Theestimatingformulasoftheboundisbetterthanseveralknownestimatingformulas.Bycalculating

withnumericalexample,wehaveτ(A★B)≥2.7834,comparedthenewboundwiththeclassicalresultsintheliterature,numerical

exampleshowsthatthenewestimatingformulaimprovestheresultofHornandJohnsoneffectively,andalsoimprovestheotherre-

latedresults,whichapproachtherealvalueofτ(A★B)thanexistingonesinsomecases.

Keywords:M-matrix;Fanproduct;eigenvalue;lowerbound
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