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一类捕食模型解的渐近行为*
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摘要:文章讨论了一类边界条件为Neumann边界、带有饱和与竞争项的捕食模型,获得了模型非负常稳态解的存在性和

渐近行为的充分条件,即在条件0<k<a/(1+ab)和a≥1/c下,模型存在唯一的非负常稳态解,并且当kb(c+kb2-b)>
ac2 时,此非负常稳态解是渐近稳定的。由于模型不具有单调性或混拟单调性,因此传统的上下解方法不能直接使用,为
此改进了上下解和迭代方法,并结合抛物方程比较原理获得非负常稳态解的渐近行为,此结果表明扩散不影响非负常稳

态解的渐近行为。
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1预备知识

自然界中的一些生态现象都和捕食与竞争模型有关,该方向的研究吸引了国内外很多学者,并获得了一些

很好的结果。在捕食与竞争模型的研究中,功能反应函数起着很大的作用。典型的功能反应函数通常表示为食

物密度的线性函数或饱和函数(称为食物依赖型反应函数),如 Holling型反应函数。然而食物依赖型模型与大

量的实际观察到的生态现象不符,在实际的一些生态环境中捕食种群会对食物展开激烈的竞争,这时反应函数

不仅依赖于食物,同时还依赖于捕食种群,如Cantrell和Cosner研究的带有Beddington-DeAngeli捕食模型[1]。
Bazykin在Holling-II响应函数的基础上,引入猎物的竞争项,建立了饱和与竞争项的功能反应函数,称为修正的

Holling-II响应函数[2]。Wang[3]讨论了带有齐次Dirichlet边界的两种群捕食模型,通过使用锥上的拓扑度理

论、分支理论和奇异扰动理论,获得了正解的存在性、多重性和稳定性。本文讨论了下面的带有饱和与竞争项

(即修正的Holling-II响应函数)的捕食模型
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这里u和v 是定义在Rn 中的一个具有光滑边界∂Ω 的有界区域Ω 中,u和v 分别表示两捕食种群的数量。a,b,

c,r和k都是正的常数, v
(1+bu)(1+cv)

和 v
(1+bu)(1+cv)

是修正的 Holling-II响应函数反应项,n是边界∂Ω 的

单位外法线方向向量,初值u0(x)和v0(x)是连续函数。如果u0 和v0 都不恒等于零,那么解(u,v)是正的,即对

一切t>0都有u(x,t)>0,v(x,t)>0,x∈Ω。
如果函数反应项为uv和ruv,那么系统(1)就是标准的Lotka-Volterra竞争模型,这已被广泛地研究。如果

c=0,那么函数反应项 u
1+bu

就是著名的Holling-Ⅱ类型或Michaelis-Menten函数。文献[4]已经研究了模型(1)

解的损耗性、持久性和平凡解的稳定性,但是没有讨论正解的存在性和稳定性。本文将进一步讨论系统(1)非负
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常稳态解的存在性、唯一性和渐近行为。由于研究的模型不具有单调性或混拟单调性,因此传统的上下解方法

不能直接使用[5],为此使用改进了上下解和迭代方法[6-8],并结合抛物方程比较原理获得非负常稳态解的渐近行为。

2主要结果和证明

这部分将讨论出系统(1)的非负稳态解的存在性和渐近行为。
定理 若0<k<a/(1+ab)和a≥1/c,则系统(1)存在唯一的非负常稳态解(u*,v*),并且当u0(x),v0(x)

不恒为零,kb(c+kb2-b)>ac2 时,则系统(1)的任何解(u,v)都有

lim
t→∞
(u(x,t),v(x,t))=(u*,v*),∀x∈Ω, (2)

即(u*,v*)是全局渐近稳定的。
证明 先证明非负常稳态解(u*,v*)的存在性和唯一性。由于考虑的是正常稳态解,此时u>0,v>0且满

足
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由第2个方程知当u>k/(1-kb)时,v>0。由(3)式知k/(1-kb)<u≤a。由计算知,当k/(1-kb)<u≤a时,

v是严格递增的,并且当u=a时,v=a-k
(1+ab)

kc(1+ab)>0
。又由第1个方程得v= f(u)

1-cf(u)
,其中f(u)=(a-u)(1+bu),

显然只有f(u)<1/c时v>0,而由条件a≥1/c可得u 应满足ab-1+ (ab-1)2+4(ac-1)/c
2b <u≤a。当

ab-1+ (ab-1)2+4(ac-1)/c
2b <u≤a时,f(u)是严格递减的,而v关于f(u)的单调递增函数,由此可知,当

ab-1+ (ab-1)2+4(ac-1)/c
2b <u≤a时,v是严格递减的,并且当u=a时,v=0。综上可得上面的稳态方程

组有唯一的正解。

下面证明正常稳态解的稳定性。由(1)式中第1个方程,u满足
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程比较原理易知
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这样对任何ε>0,存在T1>0,并且对所有的x∈Ω 和t>T1,都有u(x,t)≤u1+ε。由(1)式的第2个方程可知,v
满足
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由于k<a/(1+ab),那么a-k-kab>0,这样存在适当小的ε>0,使得a-k-kab+ε-kbε>0。由抛物方程比较

理论可得limsup
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这样对任何ε>0,存在T2>T1,并且对所有的x∈Ω 和t>T2,都有v(x,t)≤v1+ε。由(1)式的第2个方程可知,
u满足
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由a≥1/c知ka(1+ab)+(a-1/c)(a-k(1+ab))>0,由抛物方程比较原理易知
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所以对任何ε>0,存在T3>T2,并且对所有的x∈Ω 和t>T3,都有u(x,t)≥u1-ε。由(1)式的第2个方程
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由于u1-k(1+bu1)>0,对适当小的ε>0,u1-k(1+bu1)-ε(1+kb)>0。由抛物方程比较原理得

liminf
t→∞

min
Ω

v(x,t)≥
u1-k(1+bu1)-ε(1+kb)

kc(1+bu1-bε)
。

从ε的任意性有

liminf
t→∞

min
Ω

v(x,t)≥
u1-k(1+bu1)

kc(1+bu1)
≜v1。 (6)

从u1≤u1 易知v1≤v1。这样得到
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类似前面的方法可得
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这样,对任何ε>0,存在T5>T4,并且对所有的x∈Ω 和t>T5,都有u(x,t)≤u2+ε。所以由(1)式的第2个

方程可知,v满足
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limsup
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这表明,对任何ε>0,存在T6>T5,并且对所有的x∈Ω 和t>T6,都有v(x,t)≤v2+ε。所以由(1)式的第1个方
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与前面的讨论类似可得

liminf
t→∞

min
Ω

u(x,t)≥
a(1+bu1)(1+cv2)-v2
(1+bu1)(1+cv2)

≜u2。 (11)
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由抛物方程的比较原理和ε的任意性,可得
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容易验证所定义的数列满足:
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再由(18)式,有v-v=
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,从而可得v=v。

记u*=u=u,v*=v=v,则从(18)式知(u*,v*)满足u*=a
(1+bu*)(1+cv*)-v*

(1+bu*)(1+cv*) ,v*=u
*-k(1+bu*)
kc(1+bu*) ,由

此可知(u*,v*)是系统(1)的非负常稳态解。
最后由(13)、(14)式,得到lim

t→∞
(u(x,t),v(x,t))=(u*,v*)。 证毕
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AsymptoticBehaviorofSolutionsofaPredator-PreyModelwith
PredatorSaturationandCompetitionFunction

MENGYijie,WANGJixiu
(SchoolofMathematicsandComputerScience,HubeiUniversityofArtsandScience,XiangyangHubei441053,China)

Abstract:Inthispaper,apredator-preymodelwithpredatorsaturationandcompetitionfunctionresponseunderhomogeneousNeu-
mannboundaryconditionisconsidered.Thesufficientconditionsofexistenceofthenonnegativeconstantsteadystatessolutions:

0<k<a/(1+ab),a≥1/careobtained,andsomesufficientconditions:kb(c+kb2-b)>ac2toguaranteetheasymptoticbehaviorof
thenonnegativeconstantsteadystatessolutionsaregiven.Sincethemodelwhichwestudyhasn’tmonotonicityormixedquasi
monotonicity,sothetraditionalupper-lowersolutionsanditerationmethodssuitthemodel.Tothisend,weimprovetheupper-low-
ersolutionsanditerationmethod,andintegratewiththeparabolicequationcomparisonprinciple,obtaintheasymptoticbehaviorof
thenonnegativeconstantsteadystatessolutions.Theresultindicatesthattheasymptoticbehaviorofthenonnegativeconstantsteady
statessolutionsisindependentoftheeffectofdiffusion.
Keywords:predator-preymodel;comparisonprinciple;asymptoticbehavior;upper-lowersolutions
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