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时间尺度上半正三点边值问题多个正解的存在性*

王 颖,高智中

(安徽科技学院 数理与信息工程学院数学系,安徽 滁州233100)

摘要:研究了时间尺度上半正三点边值问题uΔÑ (t)+f(t,u(t))=0,t∈(0,T)⊂T,βu(0)-γuΔ(0)=0,uΔ(T)=αu(η)的
正解的存在性问题。利用Leggett-Williams不动点定理,得到了时间尺度上二阶三点边值问题在非线性项f 有一个负的

下界(即f(t,u)≥-M,M>0)的情况下至少有两个正解存在的结果,并举了一个例子验证得到的主要结论。此结论推广

了以往研究大部分是在f 非负的情况下得到的结果。
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本文将研究以下时间尺度上二阶三点边值问题正解的存在性

uΔÑ(t)+f(t,u(t))=0,t∈(0,T)⊂T, (1)

βu(0)-γuΔ(0)=0,uΔ(T)=αu(η)。 (2)
假设以下条件成立:

(H1)β≥0,γ>0,η∈(0,T),0<α<β
γ
,d=β-αβη-αγ>0;

(H2)f:Cld([0,T]×[0,∞))→[0,∞);
(H3)存在常数M>0,对任意的(t,u)∈[0,T]×[0,+∞),有f(t,u)≥-M。
近年来,时间尺度上边值问题正解的研究已成为热点,见文献[1-6],这些研究大部分是在f 非负的情况下

展开的,而允许非线性项f 有一个负的下界,即f 在半正的情况下研究时间尺度上边值问题的正解却不是很多,
见文献[7-9]。

在文献[6]中,作者探讨了时间尺度上边值问题(1)和(2)在f 非负的情况下正解的存在性,通过Twin不动

点定理,得到了至少有两个正解存在的结论。
本文在f(t,u)≥-M 的情况下继续研究边值问题(1),(2),并利用Leggett-Williams[10]不动点定理得到至

少有两个正解存在的新的存在性定理,推广了文献[6]及其他类似文献的研究结果。

1预备知识

关于时间尺度的一些基本定义和定理可见Atici,Guseinov[11]及Bohner,Peterson[12]。本节只给出结论要用

到的常见引理和不动点定理。
考虑三点边值问题

uΔÑ(t)+y(t)=0,t∈(0,T)⊂T, (3)

βu(0)-γuΔ(0)=0,uΔ(T)=αu(η), (4)
其中y(t)∈Cld(T,R+)。

引理1[6] 如d≠0,则边值问题(3)和(4)有唯一解

u(t)=-∫
t

0
(t-s)f(s,u(s))Ñs+βt+γ

d ∫
T

0
f(s,u(s))Ñs-
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α(βt+γ)
d ∫

η

0
(η-s)f(s,u(s))Ñs。

引理2[6] 如0<α<β
γ
,d>0,则边值问题(3),(4)的唯一解u满足u(t)≥0,t∈[0,T]。

引理3[6] 如0<α<β
γ
,d>0,则唯一解u(t)≥t

T‖u‖
,t∈[0,T],其中‖u‖=sup

t∈[0,T]
|u(t)|。

引理4 设ω是边值问题

uΔÑ(t)+1=0,t∈(0,T)⊂T, (5)

βu(0)-γuΔ(0)=0,uΔ(T)=αu(η) (6)

的唯一解,那么ω(t)≤LR(t),其中L=A
r
,r= min

t∈(0,T)
R(t),R(t)=t

T
,t∈[0,T],A=Tβ+γ

d ∫
T

0
Ñs。

证明 由引理1得

ω(t)=-∫
t

0
(t-s)Ñs+βt+γ

d ∫
T

0
Ñs-α(βt+γ)

d ∫
η

0
(η-s)Ñs≤

βt+γ
d ∫

T

0
Ñs≤βT+γ

d ∫
T

0
Ñs。 证毕

设0<a<b为给定常数,φ是锥P 中非负连续凹函数,定义凸集Pr,Pr,P(φ,a,b)为

Pr={y∈P|‖y‖<r},Pr={y∈P|‖y‖≤r},P(φ,a,b)={y∈P|a≥φ(y),‖y‖≤b}。

引理5[10] (Leggett-Williams不动点定理)设T:Pc→Pc 是完备连续算子,且φ是P 中非负连续凹函数,任

取y∈Pc,有φ(y)≤‖y‖。假设存在常数0<a<b<d≤c,使得

(i){(y∈P(φ,b,d)|φ(y)>b}≠0,φ(Ty)>b,y∈P(φ,b,d);
(ii)‖Ty‖<a,‖y‖≤a;
(iii)φ(Ty)>b,y∈P(φ,b,d),‖Ty‖>d。

则T 在Pc 中至少存在3个点y1,y2,y3 满足 ‖y1‖<a,φ(y2)>b,‖y3‖>a,φ(y3)<b。

2主要结论

设E=Cld[0,T]且‖u‖=sup
t∈[0,T]

|u(t)|。定义锥P⊂E,P= u∈E|u是非负递增函数,u(t)≥t
T‖u

(t)‖{ ,

t∈[0,T]} 。记

h=βT+γ
d ∫

T

0
Ñs,l=γ

d∫
T

η
Ñs。

定理1 假设条件(H1)~(H3)成立,存在常数a,b,c且LM<a<a+LM<b<r2c,使得

(A1)f(t,u)<a
h-M,0≤t≤T,0≤u≤a;

(A2)f(t,u)≥b
l-M,0≤t≤T,b-LM≤u≤b

r2
;

(A3)f(t,u)≤c
h-M,0≤t≤T,0≤u≤c。

则边值问题(1),(2)至少有两个正解存在。
证明 令x=Mω,其中ω是边值问题(5)和(6)的唯一解。由引理4,有x(t)=Mω(t)≤AM≤LM<a。易证

边值问题(1)和(2)有正解u当且仅当u:=u+x是

-uΔÑ(t)=ht,u-( )x ,t∈(0,T)⊂T (7)
及边值(2)的解且u>x,t∈(0,T),其中h:[0,T]×R→R+,

h(t,y)=
f(t,y)+M,(t,y)∈[0,T]×[0,+∞)

f(t,0)+M,(t,y)∈[0,T]×[-∞,0{ )
。

设v∈P,记
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Tv(t)=-∫
t

0
(t-s)h(s,v-x)Ñs+βt+γ

d ∫
T

0
h(s,v-x)Ñs-α(βt+γ)

d ∫
η

0
(η-s)h(s,v-x)Ñs。

由引理1可知Tv 为(7)式和(2)式的唯一解。
据引理2和引理3可知T(P)⊂P,由Arzela-Ascoli定理易知T:P→P。
接下来,要证定理1的所有条件满足引理5。
首先,设非负连续凹函数φ:P→[0,+∞),φ(u)= min

t∈[0,T]
u(t),u∈P。

显然,任取u∈P,φ(u)≤‖u‖。如v∈Pc,则‖v‖≤c。
当v(t)≥x(t)时,有0≤v(t)-x(t)≤v(t)≤c,故

h(t,v(t)-x(t))=f(t,u(t))+M≥0。
由(A3),得

h(t,v(t)-x(t))≤c
h
,t∈[0,T]。

当v(t)<x(t)时,v(t)-x(t)<0,则h(t,v(t)-x(t))=f(t,0)+M≥0。再由(A3),得

h(t,v(t)-x(t))≤c
h
,t∈[0,T],

即当v∈Pc 时,有h(t,v(t)-x(t))≤c
h
,t∈[0,T]。从而

‖Tv(t)‖=max
t∈[0,T]

|Tv(t)|=Tv(T)=-∫
T

0
(T-s)h(s,v-x)Ñs+βT+γ

d ∫
T

0
h(s,v-x)Ñs-

α(βT+γ)
d ∫

η

0
(η-s)h(s,v-x)Ñs≤βT+γ

d ∫
T

0
h(s,v-x)Ñs≤c(βT+γ)

dh ∫
T

0
Ñs≤c。

因此,T:Pc→Pc。同理,如v∈Pa,由(A1),同样方法可证得T:Pa→Pa。因此引理5的条件(ii)满足。

接下来,验证 定 理 1 满 足 引 理 5 的 条 件(i)。取 v(t)=b
r2
,则 v∈P φ,b,

b
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,φ(v)=
b
r2 >b,故

v∈Pφ,b,
b
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 φ(v)>{ }b ≠∅。

如v∈Pφ,b,
b
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,则b≤v(t)≤b
r2
,t∈[0,T]。因此

b-Mω≤v(t)-x(t)≤v(t)≤b
r2
,t∈[0,T]。

由条件(A2),h(t,v-x)≥b
l
,t∈[0,T]。又由φ的定义和引理3,有

φ(Tv)= min
t∈[0,T]

Tv(t)=Tv(0)=γ
d∫

T

0
h(s,v-x)Ñs-αγ

d∫
η

0
(η-s)h(s,v-x)Ñs=

γ
d∫

η

0
(1-αη+sα)h(s,v-x)Ñs+∫

T

η
h(s,v-x)Ñ[ ]s 。

由0<α<β
γ
,有0<αη< βη

βη+γ
<1,故

φ(Tv)>
γ
d∫

T

η
h(s,v-x)Ñs>bγ

dl∫
T

η
Ñs>b,

即φ(Tv)>b,∀v∈Pφ,b,
b
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 。因此引理5的条件(i)满足。

最后,说明引理5的条件 (iii)也满足。假设v∈P(φ,b,c)且‖Tv‖≥
b
r2
,由引理3有

φ(Tv)= min
t∈[0,T]

Tv(t)≥t
T‖Tv‖>r‖Tv‖>

b
r>b

。

因此,引理5的所有条件均满足。故T 至少有3个正的定点u1,u2,u3 且‖u1‖<a,φ(u2)>b,‖u3‖>a,

φ(u3)<b。
进而,ui=ui-x(i=1,2,3)是(1)和(2)式的解,且

98第1期            王 颖,等:时间尺度上半正三点边值问题多个正解的存在性



u2(t)≥t
T‖u2

(t)‖=R(t)‖u2(t)‖≥R(t)φu2(t( ))≥bR(t)>LMR(t)>Mω(t)=x(t);u3(t)≥

t
T‖u3

(t)‖>aR(t)>LMR(t)>Mω(t)=x(t)。

故u2=u2-x,u3=u3-x 是边值问题(1)、(2)的正解。 证毕

例 令T= 1
2n:n≤4∈N{ }0 。在T 中考虑边值问题

uΔÑ(t)+t+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 φ(u(t))-

1
640=0

,t∈(0,1)⊂T, (8)

uΔ(0)=u(0),uΔ(1)=13u
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
, (9)

其中 φ(u)=

u
10
,0≤u≤310

197
10u-

147
25
,3
10≤u≤

2
5

103
319u+

2984
1595

,2
5≤u≤128

u
16+

176
5
,128≤u≤256

u
5
,u≥

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 256

。

令β=1,γ=1,η=
1
2
,α=13

。则0<α<β
γ
,d=12>0

。取 M= 1640
,计算得

r= min
t∈(0,1)

t{ }T =116
,L=A

r =1r
·Tβ+γ

d ∫
T

0
Ñs=64,l=γ

d∫
T

η
Ñs=1,h=Tβ+γ

d ∫
T

0
Ñs=4。

选取a=310
,b=12

,c=256,则 LM=110<a<a+LM<b<r2c。当t∈(0,1)×[0,+∞)时,f(t,u)=

t+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 φ(u(t))-

1
640≥-M。又

1)当t∈(0,1),0≤u≤310
时,有

f(t,u)=t+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 φ(u(t))-M≤54×

1
10×

3
10-M=18a-M<a

4-M=a
h-M。

2)当t∈(0,1),b-LM=25≤u≤
b
r2=128

时,有

f(t,u)=t+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 φ(u(t))-M≥14×

103
319×

2
5+
2984æ

è
ç

ö

ø
÷

1595 -M=12-M=b
l-M。

3)当t∈(0,1),0≤u≤256时,有

f(t,u)=t+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 φ(u(t))-M≤54

1
16×256+

76æ

è
ç

ö

ø
÷

5 -M=c
h-M。

定理1的所有条件都满足,由定理1可知边值问题(8)和(9)至少有两个正解存在。
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TheExistenceofMultiplePositiveSolutionsforSemipositoneThree-pointBoundary
ValueProblemonTimeScales

WANGYing,GAOZhigong
(DepartmentofMathematicsofCollegeofMathematic,PhysicsandInformationEngineering,

AnhuiScienceandTechnologyUniversity,ChuzhouAnhui233100,China)

Abstract:Thispaperconsiderstheexistenceofpositivesolutionsforsemipositonethree-pointboundaryvalueproblemontime
scales.ThatisuΔÑ (t)+f(t,u(t))=0,t∈(0,T)⊂T,βu(0)-γuΔ(0)=0,uΔ(T)=αu(η).ByapplyingtheLeggett-Williamsfixed

pointtheorem,someconditionsguaranteeingtheexistenceofatleasttwopositivesolutionsforsecond-orderthree-pointboundary
valueproblemontimescalesisestablishedunderthenonlineartermfhasalowerbound(bef(t,u)≥-M,M>0).Asanapplica-
tion,anexampleisgiventodemonstratethemainresult.Theresultgeneralizedthepastresearchismostlyinthecaseoffnonnega-
tive.
Keywords:positivesolutions;semipositone;timescales
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